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第 7章 度量空间和赋范线性空间

7.1 教学计划

1. 导引.
距离空间的定义.
距离空间的一些具体例子.
验证距离的要点: Step 1. 验证 d(x, y)定义合理; Step 2. 验证正定性; Stpe 3.
验证三角不等式.
补充: 通过球极投影在扩充复平面 C∞ 上定义距离,来源: GTM11, Functions
of One Complex Variable, 2nd ed., John B.Conway.

2. 有了距离就可以定义邻域 U(x0, ϵ) = {x ∈ X | d(x, x0) < ϵ},特别强调 x ∈ X .
有了邻域既可以定义开集闭集等拓扑概念,又可以引出收敛的概念.
专题：度量空间中的拓扑概念. 从抽象距离空间的角度重新梳理教材第二
章 2-3节的概念和结论. 补充开集、闭集的等价定义 (重要!),距离子空间和
相对拓扑的概念和结论. 离散度量空间中任何子集既开又闭. 本章课后题第
1题.

3. 点列收敛的定义.
收敛点列的性质: (极限)唯一性、有界性、子列性质. 度量空间中有界集的
定义及等价定义.
收敛点列的具体例子: 各种不同的具体例子里不同形式的收敛都可以用统
一的框架——度量空间中的点列收敛——来考察.

4. 稠密子集和可分空间的定义.
稠密子集和可分空间的具体例子. P[a, b], C[a, b], L[a, b]稠密性的关系.
不可分空间的一种判别方法及例子 (l∞,习题第 8题).

5. Cauchy点列和完备度量空间的定义. Cauchy点列和收敛点列的关系.
完备和不完备度量空间的具体例子及验证方法 (课本例题以及习题 15题).
度量空间之间的等距同构, 不完备空间的完备化定理 (Cauchy 等价类方法,
证明略).

6. (列)紧集的定义
(列)紧集和有界 (闭)集的关系. 紧集的拓扑定义——有限覆盖条件.
C[a, b]中列紧集的判别方法——Ascoli-Arezela定理 (A-A定理).

7. 连续映射
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“在某点连续”：ϵ − δ定义,点列定义,邻域定义. 等价性证明.
“在空间上连续”,一般定义,拓扑定义. 等价性证明.

连续映射的具体例子: Lipschitz连续映射, Hölder连续映射等.
8. 一种特殊的 Lipschitz连续映射——压缩映射.
压缩映射原理及其证明 (又称 Banach不动点定理).
应用：证明隐函数定理,证明常微分方程解的存在唯一性定理——Picard定
理.

9. 线性空间,线性组合,线性包,线性无关等代数概念.
线性无关集与 Hamel基.
专题：半序关系、半序集与 Zorn引理.
应用 Zorn引理证明 Hamel基的存在性. 证明一个线性空间上的不同 Hamel
基都是对等 (等势)的,从而可以定义线性空间的维数.
无穷维线性空间的例子——P[a, b].

10. 范数与赋范线性空间的定义.
范数与距离的关系,默认赋范空间上的距离为范数导出的距离. 按范数收敛,
抽象级数收敛的定义. 按范数导出的距离完备的赋范线性空间——Banach
空间.
证明一个具体的空间是 Banach 空间: Step1. 验证是线性空间; Step2. 验证
∥ · ∥ 是范数. Step3. 验证完备性.
具体的 Banach空间的例子: C[a, b], Lp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞), lp (1 ≤ p ≤ ∞). 重要
不等式: Young不等式,积分 (或无穷级数,或有限和)形式的 Hölder不等式
和Minkowski不等式.

11. 专题：有限维赋范线性空间.
范数等价和拓扑同构——(i)一个有限维赋范线性空间上不同的范数彼此等
价; (ii)具有相同维数的有限维赋范空间彼此拓扑同构; (iii)有限维赋范线性
空间都是 Banach空间.
有限维赋范线性空间上的最佳逼近问题——最佳逼近元存在 (不一定唯一).
赋范空间 X 中的任何有界闭集都是紧集当且仅当 X 是有限维空间.

7.2 习题

� 练习 7.1 设 (X, d)是一个度量空间, x0 ∈ X , ϵ > 0. 令

U(x0, ϵ) = {x | d(x, x0) < ϵ},
S(x0, ϵ) = {x | d(x, x0) ≤ ϵ},

问 U(x0, ϵ)的闭包是否等于 S(x0, ϵ)?
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解 当 X 是一般的距离空间时,结论不一定成立.
反例 1. 设 X 是离散度量空间, ϵ = 1. 任取 x0 ∈ X ,有

U(x0, 1) = {x | x ∈ X, d(x, x0) < 1} = {x0},

S(x0, 1) = {x | x ∈ X, d(x, x0) ≤ 1} = X .

易证,离散度量空间中的任何点都是孤立点,从而任何一个单点集 {x}的导集都是
空集,所以任何单点集 {x}都是闭集. 这样,

U(x0, 1) = {x0} = {x0} , S(x0, 1).

反例 2. 取 X = [0, 1] ∪ [2, 3], d(x, y) = |x − y |,显然, X 在 d(x, y)下成距离空间.
由于 [0, 1]是空间 (R, d)中的闭集,并且

[0, 1] = [0, 1] ∩ X,

则 [0, 1]也是 (X, d)中的开集 (参看点集拓扑教材里的拓扑子空间、相对开集、相
对闭集的有关结论). 由于

U(1, 1) = {x ∈ X | d(1, x) < 1} = (0, 1] ⊂ [0, 1],

所以 U(1, 1) ⊂ [0, 1] = [0, 1]. 但是,

S(1, 1) = {x ∈ X | d(1, x) ≤ 1} = [0, 1] ∩ {2} , U(1, 1).

注 当 X 是赋范线性空间时,结论成立.
� 练习 7.2 设 C∞[a, b]是区间 [a, b]上无限次可微函数的全体,定义

d( f , g) =
∞∑

r=0

1
2r max

a≤t≤b

�� f (r) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r) − g(r)(t)

�� .
证明 C∞[a, b]按 d( f , g)成度量空间.

证明 (因为 d( f , g) 是通过无穷级数来定义的, 所以在一开始有必要验证级数收敛, 从而

保证 d( f , g)有意义)对任意 f , g ∈ C∞[a, b],由于

0 ≤ 1
2r

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

�� ≤ 1
2r
,

所以级数
∞∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

��
收敛,从而 d( f , g)有意义.

显然, d( f , g) ≥ 0. 若 d( f , g) = 0,则对任意自然数 r ∈ N,都有

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

�� = 0,
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从而
�� f (r)(t) − g(r)(t)

�� = 0对任意 t ∈ [a, b]都成立,于是 f (r) = g(r),特别地, f = g ∈ C∞[a, b].
反之,若 f = g ∈ C∞[a, b],则对任意自然数 r ∈ N以及任意 t ∈ [a, b],都有 f (r)(t) = g(r)(t),
从而

max
a≤t≤b

��� f (r)(t) − g(r)(t)
��� = 0,

d( f , g) =
∞∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

�� = 0.

设 h ∈ C∞[a, b],则对任意自然数 r ∈ N以及任意 t ∈ [a, b],都有��� f (r)(t) − g(r)(t)
��� ≤ ��� f (r)(t) − h(r)(t)

��� + ���g(r)(t) − h(r)(t)
��� ,

从而, �� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

��
≤

�� f (r)(t) − h(r)(t)
�� + ��g(r)(t) − h(r)(t)

��
1 +

�� f (r)(t) − h(r)(t)
�� + ��g(r)(t) − h(r)(t)

��
=

�� f (r)(t) − h(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − h(r)(t)

�� + ��g(r)(t) − h(r)(t)
�� + ��g(r)(t) − h(r)(t)

��
1 +

�� f (r)(t) − h(r)(t)
�� + ��g(r)(t) − h(r)(t)

��
≤

�� f (r)(t) − h(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − h(r)(t)

�� + ��g(r)(t) − h(r)(t)
��

1 +
��g(r)(t) − h(r)(t)

�� .
由此可得

d( f , g) =
∞∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

��
≤

∞∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − h(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − h(r)(t)

�� + ∞∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

��h(r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
��h(r)(t) − g(r)(t)

��
= d( f , h) + d(g, h).

综上, C∞[a, b]按 d( f , g)成度量空间. □
� 练习 7.3 设 B是度量空间 X 中的闭集,证明必有一列开集 O1, O2, · · · , On, · · · 包含

B,而且
∞∩

n=1
On = B.

证明 对任意正整数 n,令

On =
∪
x∈B

U
(
x,

1
n

)
=

{
y ∈ X

���存在 x ∈ B使得 d(x, y) < 1
n

}
,
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显然, On 是开集并且 B ⊂ On,所以

B ⊂
∞∩
n=1

On.

接下来, 我们证明 ∩∞
n=1On = B. 利用反证法, 假设存在 y ∈ X 满足 y ∈ ∩∞

n=1On 但 y < B.

根据 On 的定义,对任意 n,存在 xn ∈ B 使得 d(xn, y) < 1
n . 由此可知, y 是集合 B 的聚点,

即 y ∈ B′. 但是,由于 B是闭集,所以 B ⊃ B′ ∋ y,这与假设 y < B矛盾. □
� 练习 7.4 设 d(x, y)为空间 X 上的距离,证明

d̃(x, y) = d(x, y)
1 + d(x, y)

也是 X 上的距离.

证明 对任意的 x, y ∈ X ,显然 d̃(x, y) ≥ 0. 并且, d̃(x, y) = d(x,y)
1+d(x,y) = 0等价于 d(x, y) = 0,

进而等价于 x = y.

任给 z ∈ X ,由距离 d(x, y)的三点不等式可知

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z),

从而

d̃(x, y) = d(x, y)
1 + d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z)

1 + d(x, z) + d(y, z)

=
d(x, z)

1 + d(x, z) + d(y, z) +
d(y, z)

1 + d(x, z) + d(y, z)

≤ d(x, z)
1 + d(x, z) +

d(y, z)
1 + d(y, z)

= d̃(x, z) + d̃(y, z).

综上, d̃(x, y)也是空间 X 上的距离. □
� 练习 7.5 证明点列 { fn} 练习题 7.2中距离收敛于 f ∈ C∞[a, b]的充分必要条件为

fn的各阶导数在 [a, b]上一致收敛于 f 的各阶导数.

证明 (必要性)设 { fn} ⊂ C∞[a, b], f ∈ C∞[a, b]并且 lim
n→∞

d( fn, f ) = 0. 由于对任意的自然

数 r ∈ N,都有

0 ≤ max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� ≤ 2rd( fn, f ),

从而

lim
n→∞

max
a≤t≤b

�� f (r)(t) − g(r)(t)
��

1 +
�� f (r)(t) − g(r)(t)

�� = 0.

按照极限的 ϵ − δ定义,对任意 ϵ > 0,存在只依赖于 ϵ 和自然数 r 的正数 N = N(ϵ, r) > 0,
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使得当 n > N 时,

0 ≤

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� ≤ max
a≤s≤b

��� f (r)n (s) − f (r)(s)
���

1 +
��� f (r)n (s) − f (r)(s)

��� < ϵ

1 + ϵ

对任意 t ∈ [a, b]都成立. 于是,当 n > N 时,��� f (r)n (t) − f (r)(t)
��� < ϵ

对任意 t ∈ [a, b]都成立. 所以函数列 { f (r)n }在 [a, b]上一致收敛于 f (r).

(充分性)假设对任意自然数 r ∈ N,函数列 { f (r)n } ⊂ C[a, b]在闭区间 [a, b]上一致收
敛于 f (r) ∈ C[a, b]. 任给 ϵ > 0. 一方面,由于

∑∞
r=0

1
2r 收敛并且

0 ≤ max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� < 1,

则存在正整数 R ∈ N+使得

∞∑
r=R

1
2r

max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� ≤
∞∑

r=R

1
2r
<

1
2
ϵ .

另一方面,当 r ∈ {0, 1, · · · , R − 1}时,函数列 { f (r)n } ⊂ C[a, b]在闭区间 [a, b]上一致收敛于
f (r) ∈ C[a, b]. 根据函数列一致收敛的定义,存在只依赖于 ϵ和自然数 r的正数 N(ϵ, r) > 0,

使得当 n > N(ϵ, r)时,

0 ≤

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� < 1
4
ϵ

对任意 t ∈ [a, b]都成立,即

max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� < 1
4
ϵ .

令 N(ϵ) = max{N(ϵ, 0), N(ϵ, 1), · · · , N(ϵ, R− 1)},则 N(ϵ)只依赖于 ϵ ,并且当 n > N(ϵ)时,有

R−1∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

��� <
R−1∑
r=0

1
2r
ϵ

4
<

1
2
ϵ .



7.2 习题 – 7/86 –

于是,当 n > N(ϵ)时,我们最终有

d( fn, f ) =
∞∑
r=0

1
2r

max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

���
=

(
R−1∑
r=0
+

∞∑
r=R

)
1
2r

max
a≤t≤b

��� f (r)n (t) − f (r)(t)
���

1 +
��� f (r)n (t) − f (r)(t)

���
< ϵ.

所以点列 { fn}按距离收敛于 f . □
� 练习 7.6 设 B ⊂ [a, b],证明度量空间 C[a, b]中的集

{ f |当t ∈ B时, f (t) = 0}

为 C[a, b]中的闭集,而集

A = { f |当t ∈ B时, | f (t)| < α} (α > 0)

为开集的充要条件是 B为闭集.
�
注意 教材中此题有打印错误: 集合 A应该改为

A =
{

f |当t ∈ B时, | f (t)| < α
}

(α > 0).

证明

1. 不妨记

D = { f ∈ C[a, b] |当 t ∈ B时, f (t) = 0}.

由于 C[a, b]在距离
d( f , g) = max

a≤t≤b
| f (t) − g(t)|

下成完备度量空间,所以 D的导集 D′包含在 C[a, b]中.

下证 D′ ⊂ D. 任给 f ∈ D′,由聚点的定义,对任意的 ϵ > 0,存在 gϵ ∈ D使得

max
a≤t≤b

| f (t) − gϵ (t)| = d( f , gϵ ) < ϵ.

当 t ∈ B时,当然有

| f (t) − gϵ (t)| < ϵ.

另一方面,由于 gϵ ∈ D,则对任意 t ∈ B时,都有

| f (t)| = | f (t) − gϵ (t)| < ϵ.

由于 f (t)与 ϵ 无关,由上式可知 f (t) = 0, ∀t ∈ B. 所以 f ∈ D.

2.不妨设 B非空.

(必要性) 设 A为开集. 利用反证法, 假设 B 不是闭集, 即存在 B 的聚点 t0 满足 t0 ∈
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[a, b] \ B. 按如下形式定义闭区间 [a, b]上的连续函数 f :

(i) 若 t0 ∈ (a, b),令

f (t) =


α
t0−a t + a, t ∈ [a, t0],
α

b−t0 (b − t), t ∈ (t0, b].

(ii) 若 t0 = a,令 f (t) = − α
b−a (t − α) + α, t ∈ [a, b].

(iii) 若 t0 = b,令 f (t) = α
b−a (t − a), t ∈ [a, b].

则 f 满足 f (t0) = α > 0; 当 t ∈ [a, b] \ {t0} 时, 0 ≤ f (t) < α. 特别地, 当 t ∈ B 时,

0 ≤ f (t) < α,所以 f ∈ A. 另一方面,由于 f ∈ C[a, b], t0是 B的聚点,所以对任意的 ϵ > 0,

存在 tϵ ∈ B,使得 f (tϵ ) > α − 1
2ϵ . 定义新函数 fϵ (t) = f (t) + 1

2ϵ , t ∈ [a, b],则 fϵ ∈ U( f , ϵ)但
是 fϵ (tϵ ) > α,所以 fϵ < A. 这说明 f ∈ A不是 A的内点,这与 A为开集矛盾.

(充分性) 设 B 为闭集. 由于闭集上的连续函数一定在该闭集上取到最大值, 所以对

任意 f ∈ A, 存在 t0 ∈ B, 使得 sup
t∈B

| f (t)| = | f (t0)| < α. 令 ϵ = α − sup
t∈B

| f (t)| > 0. 下

证 U( f , ϵ) ⊂ A. 事实上,对任意 g ∈ U( f , ϵ)以及任意 t ∈ [a, b],都有

max
a≤t≤b

| f (t) − g(t)| = d( f , g) < ϵ.

特别地,对任意 t ∈ B,都有

|g(t)| < | f (t)| + ϵ ≤ sup
t∈B

| f (t)| + ϵ = α,

也就是说 g ∈ A. 于是 U( f , ϵ) ⊂ A,这说明 A中任意点都是 A的内点,所以 A是开集. □
� 练习 7.7 设 E 及 F 是度量空间中两个集, 如果 d(E, F) > 0, 证明必有不相交开集

O及 G分别包含 E 及 F.

证明 令 ϵ = d(E, F) > 0,

O =
∪
x∈E

U
(
x,

1
3
ϵ

)
, G =

∪
y∈F

U
(
y,

1
3
ϵ

)
,

则 O, G是开集并且 E ⊂ O, F ⊂ G. 下证 O ∩ G = ∅.

假设 O ∩ G , ∅,则存在 z ∈ O ∩ G. 根据 O和 G的构造,存在 x ∈ E 以及 y ∈ F 使得

d(x, z) < 1
3
ϵ, d(y, z) < 1

3
ϵ .

于是,

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(y, z) < 2
3
ϵ,

这与

inf
x∈E
y∈F

d(x, y) = d(E, F) = ϵ
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矛盾. 所以 O ∩ G = ∅. □
� 练习 7.8 设 B[a, b] 表示 [a, b] 上实有界函数全体, 对 B[a, b] 中任意两元素 f , g ∈

B[a, b],规定距离为
d( f , g) = sup

a≤t≤b
| f (t) − g(t)|.

证明 B[a, b]不是可分空间.

证明 对任意 c ∈ (a, b),定义函数

fc(t) =
 1, 当 t ∈ [a, c],

0, 当 t ∈ (c, b].

显然, fc ∈ B[a, b]. 令

Oc = U
(

fc,
1
3

)
=

{
f ∈ B[a, b]

���� sup
a≤t≤b

| fc(t) − f (t)| < 1
3

}
,

显然, Oc 为非空开集. 下证当 c̃ ∈ (a, b)且 c̃ , c时, d( fc, dc̃) ≥ 1. 事实上,不妨设 c > c̃,则

总存在 t0 ∈ (c̃, c) ⊂ [a, b]使得 fc(t0) = 1并且 fc̃(t0) = 0. 于是,

d( fc, fc̃) = sup
a≤t≤b

| fc(t) − fc̃(t)| ≥ | fc(t0) − fc̃(t0)| = 1.

这说明 U( fc, 1
3 ) 与 U( fc̃, 1

3 ) 不相交, 也就是说, 当 c̃ ∈ (a, b) 且 c̃ , c 时, Oc ∩ Oc̃ = ∅, 从

而 {Oc}c∈(a,b)是不可数个两两不相交的非空开集的集族, B[a, b]就是不可分的度量空间.

假设 B[a, b]是可分的,则 B[a, b]存在可数稠密子集

M = {g1, g2, · · · , gi, · · · }

使得 M = B[a, b]. 于是, {Oc}c∈(a,b) 中的每一个开球 Oc 至少包含 M 中一点, {Oc}c∈(a,b)
中元素个数至多可数(因为不能 ‘‘超过” M 中元素的个数),矛盾.

综上, B[a, b]不可分. □
� 练习 7.9 设 X 是可分距离空间, F 为 X 的一个开覆盖,即 F 是一族开集,使得对
每一个 x ∈ X , 有 F 中开集 O, 使 x ∈ O, 证明必可从 F 中选出可数个集组成 X

的一个覆盖.

证明 设 F = {Oλ | λ ∈ Λ}是度量空间 X 的一个开覆盖. 则对任意 x ∈ X ,存在 λ ∈ Λ使
得

x ∈ Oλ.

由于 Oλ是开集,则存在 ϵx > 0使得

x ∈ U (x, ϵx) ⊂ Oλ.
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另一方面,由于 X是可分空间,则 X存在可数稠密子集 D = {ei}∞i=1. 于是,对于上述 ϵx > 0,

存在 ei ∈ D以及 k ∈ N+使得
d(x, ei) <

1
k
<

1
2
ϵx,

从而

x ∈ U
(
ei,

1
k

)
⊂ U (x, ϵx) ⊂ Oλ. (7.2.1)

记

E =
{
Oi,k ∈ F

���U (
ei,

1
k

)
⊂ Oi,k, i, k ∈ N+

}
,

则 E ⊂ F 并且 E(至多)可数. 由 (7.2.1)式,对任意 x ∈ X ,存在 i, k ∈ N+使得

x ∈ U
(
ei,

1
k

)
⊂ Oi,k ∈ E,

从而 E 是空间 X 的一个可数覆盖. □
� 练习 7.10 设 X 为距离空间, A为 X 中子集, 令 f (x) = infy∈A d(x, y), x ∈ X , 证明

f (x)是 X 上连续函数.

证明 任取 x, x̃ ∈ X 以及 y ∈ A,都有

d(x, y) ≤ d(x, x̃) + d(x̃, y),

上式两端对 y ∈ A取下确界,得

f (x) = inf
y∈A

d(x, y) ≤ d(x, x̃) + inf
y∈A

d(x̃, y) = d(x, x̃) + f (x̃).

同理,从 d(x̃, y) ≤ d(x, x̃) + d(x, y)可得

f (x̃) ≤ d(x, x̃) + f (x).

于是

| f (x) − f (x̃)| ≤ d(x, x̃). (7.2.2)

任取 x ∈ X ,若点列 {xn} ⊂ X 满足

xn → x (n → ∞).

则对任意的 ϵ > 0, 存在只依赖于 ϵ 的正整数 N , 使得当 n > N 时, 有 d(xn, x) < ϵ , 再根
据(7.2.2)式,可得

| f (xn) − f (x)| < ϵ,

所以 f (xn) → f (x) (n → ∞), f 在 X 上连续. □
� 练习 7.11 设 X 为距离空间, F1, F2为 X 中不相交的闭集,证明存在开集 G1, G2,使
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得 G1 ∩ G2 = ∅, G1 ⊃ F1, G2 ⊃ F2.

证明 对任意 x ∈ X \ F2,都有

d(x, F2) = inf
y∈F2

d(x, y) > 0.

事实上,假设 d(x, F2) = 0. 根据 d(x, F2)的定义,对任意自然数 n,存在 yn ∈ F2使得

0 = d(x, F2) ≤ d(x, yn) < d(x, F2) +
1
n
.

所以 limn→∞ d(x, yn) = 0,这表明闭集 F2中的点列 {yn}收敛于点 x,从而 x ∈ F2,矛盾. 同

理可证,对任意 y ∈ X \ F1,都有

d(y, F1) = inf
x∈F1

d(x, y) > 0.

对任意 x ∈ F1, y ∈ F2,由于 F1与 F2时不相交的闭集,则可以定义

ϵ(x) = d(x, F2) > 0, δ(y) = d(y, F1) > 0.

再令

G1 =
∪
x∈F1

U(x, 1
2
ϵ(x)), G2 =

∪
y∈F2

U(y, 1
2
δ(y)),

显然 G1, G2都是开集并且 F1 ⊂ G1, F2 ⊂ G2. 下证 G1 ∩G2 = ∅. 反证法,假设存在 x0 ∈ F1,

y0 ∈ F2以及 z ∈ G1 ∩ G2使得

z ∈ U(x0, ϵ(x0)) ∩ U(y0, δ(y0)),

于是,

d(x0, y0) ≤ d(x0, z) + d(y0, z) <
1
2
ϵ(x0) +

1
2
δ(y0). (7.2.3)

但是,另一方面,我们还有 d(x0, y0) ≥ infy∈F2 d(x0, y), d(x0, y0) ≥ infx∈F1 d(x, y0),即

d(x0, y0) ≥ max{ϵ(x0), δ(y0)},

该不等式与(7.2.3)式矛盾. □
� 练习 7.12 设 X,Y, Z 为三个度量空间, f 是 X 到 Y 中的连续映射, g是 Y 到 Z 中的

连续映射,证明复合映射 (g f )(x) = g( f (x))是 X 到 Z 中的连续映射.

证明 设点列 {xn} ⊂ X ,点 x ∈ X 且

xn → x (n → ∞),

则 f (xn) ∈ Y , f (x) ∈ Y , (g f )(xn) ∈ Z , (g f )(x) ∈ Z . 由于 f 时 X 到 Y 的连续映射, 则在空
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间 Y 中,

f (xn) → f (x) (n → ∞).

又因为 g是 Y 到 Z 的连续映射,所以在空间 Z 中

(g f )(xn) → (g f )(x) (n → ∞),

于是,映射 g f 是 X 到 Z 的连续映射. □
� 练习 7.13 设 X 是度量空间, f 是 X 上的实函数,证明 f 是连续映射的充要条件是

对每个实数 c,集合

{x | x ∈ X, f (x) ≤ c}和集合 {x | x ∈ X, f (x) ≥ c}

都是闭集.

证明 为方便起见,记

A = {x | x ∈ X, f (x) ≤ c}, B = {x | x ∈ X, f (x) ≥ c}.

(必要性)设 f 是度量空间 X 到 R的连续映射, c ∈ R,集合 A中的点列 {xn} 收敛于
点 x ∈ X . 下证 x ∈ A,从而 A是闭集. 事实上,对任意自然数 n,都有 f (xn) ≤ c. 再根据连

续映射的定义,就有

f (x) = lim
n→∞

f (xn) ≤ c.

所以, x ∈ A. 同理可证 B也是闭集.

(充分性)设 f 是是度量空间 X 到 R的映射,对任意 c ∈ R,集合

{x | x ∈ X, f (x) ≤ c}

和集合

{x | x ∈ X, f (x) ≥ c}

都是闭集. 对任意的 z ∈ X 以及 ϵ > 0,记

c1 = f (z) − ϵ, c2 = f (z) + ϵ .

由条件可知,集合

{x | x ∈ X, f (x) > c1}

和

{x | x ∈ X, f (x) < c2}
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都是开集,所以交集

O = {x ∈ X | c1 < f (x) < c2} = {x ∈ X | | f (z) − f (x)| < ϵ}

也是开集. 显然 z ∈ O,所以存在 δ > 0使得

U(z, δ) ⊂ O.

由连续映射的定义可知, f 在点 z处连续. 由 z ∈ X 的任意性可知 f 在 X 上连续. □
� 练习 7.14 证明柯西点列是有界点列.

证明 设 {xn} 是度量空间 X 中的 Cauchy点列, 记 M = {xn}. 根据 Cauchy点列的定义,

存在正整数 N ,使得当 n ≥ N 时,

d(xN, xn) < 1.

任取 y ∈ X ,则当 n ≥ N 时,

d(xn, y) ≤ d(xN, y) + d(xN, xn) < d(xN, y) + 1.

令 c = max{d(x1, y), d(x2, y), · · · , d(xN−1, y), d(xN ) + 1},则对任意 x ∈ M ,都有 d(x, y) ≤ c,

所以

inf
x∈M

d(x, y) ≤ c < ∞,

这表明集合 M 是有界集,即 Cauchy点列 {xn}是有界点列. □
� 练习 7.15 证明教材 §7.1中空间 S, B(A)以及离散度量空间都是完备的度量空间.

证明 (1)证明度量空间 S完备.

设 {xn}是空间 S中的 Cauchy点列,

xn =
(
ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , · · · , ξ

(n)
i , · · ·

)
,

则

lim
m→∞
n→∞

d(xm, xn) = 0.

对任意固定的指标 i,都有

0 ≤

���ξ(m)
i − ξ(n)i

���
1 +

���ξ(m)
i − ξ(n)i

��� ≤ 2id(xm, xn),

于是,由迫敛性可得

lim
m→∞
n→∞

���ξ(m)
i − ξ(n)i

��� = 0,

这表明 {ξ(n)i }∞
n=1 是实数空间 R中的 Cauchy数列. 由 Cauchy收敛准则可知,存在 ξi ∈ R,
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使得 limn→∞ ξ
(n)
i = ξi. 记

x = (ξ1, ξ2, · · · , ξi, · · · ) ,

显然 x ∈ S. 下证,在空间 S 中, limn→∞ d(xn, x) = 0. (事实上,在 187页的 (3)中已经证明,

{xn} 按距离收敛于 x 当且仅当对任意指标 i, ξ(n)i → ξi (n → ∞). 为了本题解答的完整性,

我们仍然补充下面的证明)

任给 ϵ > 0. 一方面,由于
∑∞

i=1
1
2i 收敛,则存在正整数 K = K(ϵ),使得

∞∑
i=K

1
2i

���ξ(n)i − ξi
���

1 +
���ξ(n)i − ξi

��� ≤
∞∑

i=K

1
2i
<

1
2
ϵ .

另一方面, 由于 ξ(n)i → ξi (n → ∞), 则存在只依赖于 ϵ 和指标 i 的正整数 N(ϵ, i), 使得
当 n ≥ N(ϵ, i)时,有 ���ξ(n)i − ξi

��� < 1
2
ϵ .

取 N = {N(ϵ, 1), N(ϵ, 2), · · · , N(ϵ,K − 1)},则 N 只依赖于 ϵ ,并且当 n ≥ N 时,有

K−1∑
i=1

1
2i

���ξ(n)i − ξi
���

1 +
���ξ(n)i − ξi

��� <
K−1∑
i=1

1
2i

1
2ϵ

1 + 1
2ϵ
<

1
2
ϵ .

综上,存在只依赖于 ϵ 的正整数 N ,使得当 n ≥ N 时,有

d(xn, x) =
∞∑
i=1

1
2i

���ξ(n)i − ξi
���

1 +
���ξ(n)i − ξi

���
≤

(
K−1∑
i=i

+

∞∑
i=K

)
1
2i

���ξ(n)i − ξi
���

1 +
���ξ(n)i − ξi

���
< ϵ,

所以 limn→∞ d(xn, x) = 0,空间 S完备.

(2)证明度量空间 B(A)完备.

设 { fn}是 B(A)中的 Cauchy点列. 固定 s ∈ A,对任意 ϵ > 0,都存在只依赖于 ϵ 的正

整数 N = N(ϵ, s),使得当 m, n ≥ N 时都有

| fn(s) − fm(s)| ≤ sup
t∈A

| fn(t) − fm(t)| = d( fn, fm) < ϵ. (7.2.4)

所以 { fn(s)}∞n=1是实数空间R上的Cauchy数列. 根据Cauchy收敛准则,存在唯一的 ys ∈ R
使得 fn(s) → ys (n → ∞). 这样就定义了 A上的实函数

f : A → R
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s 7→ ys .

下证 f ∈ B(A)并且 limn→∞ d( fn, f ) = 0.

在(7.2.4)式中令 m → ∞,可知当 n ≥ N 时,

| fn(s) − f (s)| = lim
m→∞

| fn(s) − fm(s)| ≤ ϵ

对任意 s ∈ A都成立,即

sup
t∈A

| fn(s) − f (s)| ≤ ϵ . (7.2.5)

一方面,

sup
s∈A

| f (s)| ≤ | fn(s)| + ϵ < ∞,

这说明 f ∈ B(A). 另一方面,由(7.2.5)式可得

lim
n→∞

d( fn, f ) = lim
n→∞

| fn(s) − f (s)| = 0.

所以 B(A)是完备度量空间.

(3)证明离散度量空间完备.

设 {xn}是离散度量空间 X 中的 Cauchy点列,则存在正整数 N ,使得当 n ≥ N 时有

d(xn, xN ) <
1
2
.

考虑到离散度量空间上距离的定义,可知当 n ≥ N , xn ≡ xN . 于是,对任意 ϵ > 0,当 n ≥ N

时都有

d(xn, xN ) = 0 < ϵ,

即 xn → xN ∈ X (n → ∞). 所以离散度量空间完备. □
� 练习 7.16 证明 l∞与 C(0, 1]的一个子空间等距同构.
�
注意 C(0, 1] 表示 (0, 1] 上连续并且有界的函数的全体, 这是一个线性空间. 对任
意 x ∈ C(0, 1],函数的有界性保证

∥x∥ = sup
t∈(0,1]

|x(t)|

是 C(0, 1]上的范数.
证明 对任意 x ∈ C(0, 1],令

αx =

(
x(1), x

(
1
2

)
, · · · , x

(
1
n

)
, · · ·

)
. (7.2.6)

由函数 x的有界性易证 αx ∈ l∞,由此得到映射 ϕ : C(0, 1] → l∞使得 ϕ(x) = αx .

下证 ϕ是等距同构映射.
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对任意 x ∈ C(0, 1],由(7.2.6)式可知,

∥ϕ(x)∥∞ = ∥αx ∥∞ = sup
n∈N+

����x (
1
n

)���� ≤ sup
t∈(0,1]

|x(t)| = ∥x∥ (7.2.7)

由上式易证 ϕ是单射.

反之,对任意 α = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ l∞,定义 (0, 1]上的连续函数 xξ ,使得对任意 t ∈ (0, 1],
当 t ∈

[ 1
n+1,

1
n

]
(n ∈ N+)时,

xξ (t) =
ξn+1 − ξn

1
n+1 − 1

n

(
t − 1

n

)
+ ξn,

即函数 xξ 的图像时将点列 (1, ξ1), (2, ξ2), · · · ,
(

1
n, ξn

)
, · · · 依此连接起来的折线,于是

sup
t∈(0,1]

|xξ (t)| ≤ sup
n∈N+

����x (
1
n

)���� = sup
n∈N+

|ξn | = ∥ξ∥∞, (7.2.8)

从而 xξ ∈ C(0, 1]并且 ∥xξ ∥ ≤ ∥ξ∥∞. 根据映射 ϕ的定义, ϕ(xξ ) = ξ. 由此可知 ϕ是满射,从

而是一一映射. 再由(7.2.8)式可得

∥ϕ−1(ξ)∥ ≤ ∥ξ∥, ∀ξ ∈ l∞. (7.2.9)

综合(7.2.7)(7.2.9)式,考虑到 ϕ是一一映射,可得

∥x∥ = ∥ϕ(x)∥∞, ∀x ∈ C(0, 1].

综上, ϕ是等距同构映射, l∞与 C(0, 1]等距同构. □
� 练习 7.17 设 F是 n维欧式空间 Rn中有界闭集, A是 F到自身中的映射,并且适合
下列条件: 对任意 x, y ∈ F (x , y),有

d(Ax, Ay) < d(x, y),

证明映射 A在 F 中存在唯一的不动点.

证明 (存在性)定义 Rn 上的函数

f (x) = d(Ax, x), x ∈ Rn.

对任意 x, y ∈ F,由条件可知

| f (x) − f (y)| = |d(Ax, x) − d(Ay, y)|

≤ d(Ax, Ay) + d(x, y)

≤ 2d(x, y),
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所以 f 是 F 上的 Lipschitz连续函数. 由于 F 是 Rn 中的有界闭集,则连续函数 f 可以在

F 上取到最小值,即存在 x0 ∈ F 使得

d(Ax0, x0) = f (x0) = min
x∈F

f (x) = min
x∈F

d(Ax, x).

下证 x0是 A的不动点.

反证法,假设 Ax0 , x0. 一方面,由于 x0 ∈ F, A : F → F,则 Ax0 ∈ F,从而

f (Ax0) ≥ min
x∈F

f (x) = f (x0).

另一方面,由条件,

f (Ax0) = d(A(Ax0), Ax0) < d(Ax0, x0) = f (x0).

矛盾. 所以 x0是 A的不动点.

(唯一性)设 x, y ∈ F 满足 Ax = x, Ay = y. 假设 x , y,则由条件,

d(x, y) = d(Ax, Ay) < d(x, y),

矛盾. 所以 x = y,映射 A在 F 中的不动点只有一个. □
� 练习 7.18 设 X 为度量空间, A是 X 到 X 中的映射,记

an = sup
x,x′

d (Anx, Anx′)
d(x, x′) .

若
∞∑

n=1
an < ∞,则映射 A有唯一不动点.

证明 (存在性)任取 x0 ∈ X ,作迭代列

xn = Axn−1 = Anx0, n ∈ N+.

下证 {xn}是 X 中的 Cauchy点列.

事实上,对任意 n ∈ N+, p ∈ N,都有

0 ≤ d(xn+p, xn) ≤
p−1∑
k=0

d(xn+k+1, xn+k)

=

p−1∑
k=0

d
(
An+k x1, An+k x0

)
≤

(
p−1∑
k=0

an+k

)
d(x1, x0).
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由于 an ≥ 0并且
∑∞

n=1 an < +∞,上式两端令 p, n → ∞,就可得到

d(xn+p, xn) → 0, n, p → ∞.

所以 {xn} 是 X 中的 Cauchy点列. 由于 X 是完备度量空间,则存在 x∗ ∈ X 使得 xn → x∗

(n → ∞).
下证 x∗是映射 A的不动点.

事实上,由条件可知

d(Ax, Ax ′) ≤ a1d(x, x ′), ∀x, x ′ ∈ X,

从而 A是 X 上的连续映射,所以

Ax∗ = A
(

lim
n→∞

xn
)
= lim

n→∞
Axn = lim

n→∞
xn+1 = x∗.

(唯一性)注意到

Anx∗ = Ax∗ = x∗, ∀n ∈ N+.

由于 an ≥ 0并且
∑∞

n=1 an < +∞,则存在 n0 ∈ N+ 使得 0 ≤ an0 < 1. 设 x, x ′ ∈ X 都是 A的

不动点,则同样也是 An0 的不动点. 假设 x , x ′,则

0 < d(x, x ′) = d(An0 x, An0 x ′) ≤ an0 d(x, x ′) < d(x, x ′),

矛盾. 所以 x = x ′,映射 A在空间 X 上的不动点是唯一的. □
� 练习 7.19 设 A为从度量空间 X 到 X 中映射,若存在开球 U(x0, r) (r > 0)内满足

d(Ax, Ax′) ≤ θd(x, x′), 0 < θ < 1,

又 A在闭球 S(x0, r) = {x | d(x, x0) ≤ r}上连续,并且

d(x0, Ax0) ≤ θ(1 − θ).

证明: A在 S(x0, r)中有不动点.

证明

Step 1. 先证

A : S(x0, θr) → S(x0, θr),

其中

S(x0, θr) = {x ∈ X | d(x, x0) ≤ θr} ⊂ U(x0, r) ⊂ S(x0, r)

事实上,对任意 x ∈ S(x0, θr),由条件可知

d(Ax, x0) ≤ d(Ax, Ax0) + d(Ax0, x0)

≤ θd(x, x0) + θ(1 − θ)r
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≤ θ2r + θ(1 − θ)r = θr,

所以 Ax ∈ S(x0, θr).
Step 2. 由于 X是完备度量空间, S(x0, θr)是 X中的闭集,则 S(x0, θr)作为 X的度量子

空间也完备. 将映射 A限制在完备的度量空间 S(x0, θr)上,由 Step 1可知 A : S(x0, θr) →
S(x0, θr),由条件可知 A还是 S(x0, θr)上的压缩映射. 由压缩映射原理, A在 S(x0, θr)上存
在唯一的不动点, 从而在 S(x0, r) 中有不动点(不一定唯一, 在 S(x0, r) \ S(x0, θr) 上也可能
有不动点). □

� 练习 7.20 设 a j k , j, k = 1, 2, · · · , n为一组实数,满足
n∑

i, j=1

(
ai j − δi j

)2
< 1,

其中 δ j k 当 j = k 时为 1,否则为 0. 证明: 代数方程
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2,

· · · · · · · · ·
an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(7.2.10)

对任何一组固定的 b1, b2, · · · , bn必有唯一的解 x1, x2, · · · , xn.

注 设 Rn中的范数 (模)为

|x | =
(

n∑
i=1

|xi |2
) 1

2

, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn.

若 A = (ai j)是一个 n × n矩阵,则 Ax ∈ Rn. 利用 Cauchy-Schwartz不等式容易证明

|Ax | ≤ ©«
n∑

i, j=1
|ai j |2

ª®¬
1
2

|x |.

证明 Step1. 原方程(7.2.10)可转化为以下方程

Ax = b, (7.2.11)

其中 A = (ai j)n×n, x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, b = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Rn. 进一步, 方

程(7.2.11)可以转化为不动点方程

T x = x, (7.2.12)

其中映射 T : Rn → Rn 满足

T x = b − Ax + x = b − (A − I)x, ∀x ∈ Rn,

I 是 n × n单位矩阵.

Step2. 下证 T 是压缩映射.
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任取 x, y ∈ Rn,就有

|T x − T y | = |(A − I)y − (A − I)x |

= |(A − I)(x − y)|

= |
(
ai j − δi j

)
(x − y)|

≤ ©«
n∑

i, j=1

(
ai j − δi j

)2
n×n

ª®¬
1
2

|x − y |.

令

α =
©«

n∑
i, j=1

(
ai j − δi j

)2ª®¬
1
2

,

由条件可知 0 ≤ α < 1,因此

|T x − T y | ≤ α |x − y |, ∀x, y ∈ Rn,

T 是压缩映射.

Step3. 由于 R是 Banach空间,根据压缩映射原理,不动点方程 T x = x 在 Rn 中存在

唯一的不动点,因此原方程(7.2.10)存在唯一的解. □
� 练习 7.21 设 BV[a, b] 表示 [a, b] 上右连续的有界变差函数全体, 其线性运算为通
常函数空间中的运算. 在 BV[a, b]中定义范数

∥ f ∥ = | f (a)| +
b
V
a
( f ), f ∈ BV[a, b].

证明 BV[a, b]是 Banach空间.

定义 7.2.1.有界变差函数, P149
设 f 为 [a, b]上的有限函数. 对 [a, b]的任何分割

T : a = t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b,

称有限和
n∑

i=1
| f (ti) − f (ti−1 |

为函数 f 关于分割 T 的变差,记为 V( f ,T).
若 {

V( f ,T) | T是[a, b]的一个分割
}

是有界数集,则称 f 为 [a, b]上的有界变差函数,称

sup
{
V( f ,T) | T是[a, b]的一个分割

}
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♣
为 f 在 [a, b]上的全变差,记作

b
V
a
( f ).

证明 Step1. 不妨设数域 F是实数域 R. 任取 f , g ∈ BV[a, b], α ∈ R. 容易证明, f + g 在

[a, b]上右连续,并且对 [a, b]的任何一个分割 T ,总有

V( f + g,T) ≤ V( f ,T) + V(g,T) ≤
b
V
a
( f ) +

b
V
a
(g) < +∞,

从而 f + g ∈ BV[a, b]并且

b
V
a
( f + g) ≤

b
V
a
( f ) +

b
V
a
(g) < +∞.

同样可证 α f ∈ BV[a, b]并且
b
V
a
(α f ) = |α |

b
V
a
( f ).

因此, BV[a, b]关于通常函数空间的加法和数乘封闭.

规定 f = 0 ∈ BV[a, b] 当且仅当 f (t) ≡ 0, t ∈ [a, b]. 根据线性空间的定义, 易证

BV[a, b]关于通常函数空间的加法和数乘成为一个线性空间.

Step2. 下证

∥ f ∥ = | f (a)| +
b
V
a
( f ), f ∈ BV[a, b]

是线性空间 BV[a, b]上的范数.

(1) 对任意 f ∈ BV[a, b], 总有 0 ≤
b
V
a
< ∞, 所以 ∥x∥ 的定义合理并且 ∥ f ∥ ≥ 0. 若

f = 0 ∈ BV[a, b],则
f (t) ≡ 0, t ∈ [a, b],

从而
b
V
a
( f ) = 0, ∥ f ∥ = | f (a)| +

b
V
a
( f ) = 0.

设 ∥ f ∥ = 0,则 f (a) = 0并且
b
V
a
( f ) = 0. 下证 f (t) = 0, ∀t ∈ [a, b].

对任意 t ∈ [a, b], [a, b]的任意一个分割 T = {a, t1, t2, · · · ,Tn−1, b},令 T ′ = T ∪ {t},则
T ′也是 [a, b]的一个分割,从而

0 ≤ V( f ,T ′) ≤
b
V
a
( f ) = 0.

根据变差的定义,就有

f (t) = f (t1) = f (t2) = · · · = f (b) = f (a) = 0..

综上 ∥ · ∥ 满足正定性.

(2)根据 Step1中的结果,对任意 α ∈ R以及任意 f ∈ BV[a, b]都有

∥α f ∥ = |α f (a)| +
b
V
a
(α f ) = |α | | f (a)| + |α |

b
V
a
( f ) = |α |∥ f ∥,
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所以 ∥ · ∥ 满足正齐次性.

(3)对任意 f , g ∈ BV[a, b],总有

| f (a) + g(a)| ≤ | f (a)| + |g(a)|.

根据 Step1的结果,还有
b
V
a
( f + g) ≤

b
V
a
( f ) +

b
V
a
(g) < +∞.

从而,

∥ f + g∥ ≤ ∥ f ∥ + ∥g∥,

∥ · ∥ 满足三角不等式.

综上, ∥ · ∥ 是线性空间 BV[a, b]上的范数, (BV[a, b], ∥ · ∥)成为赋范线性空间.

Step3. 下证 (BV[a, b], ∥ · ∥)是 Banach空间.

(1)下证对任意 f ∈ BV[a, b],都有

sup
t∈[a,b]

| f (t)| ≤ ∥ f ∥.

对任意 t ∈ [a, b],作 [a, b]的分割 T = {a, t, b},则

V( f ,T) = | f (t) − f (a)| + | f (b) − f (t)| ≤
b
V
a
( f ),

从而

| f (t)| ≤ | f (a)|+) f (t) − f (a)| ≤ | f (a)| +
b
V
a
( f ) = ∥ f ∥.

由 t ∈ [a, b]的任意性可得
sup

t∈[a,b]
| f (t)| ≤ ∥ f ∥.

(2)设 { fn}是 BV[a, b]中的一列 Cauchy点列,则对任意 ε > 0,存在正整数 N 使得

∥ fm − fn∥ < ε, ∀m, n > N, (7.2.13)

对任意 t ∈ [a, b],有

| fm(t) − fn(t)| = |( fm − fn)(t)| ≤ sup
t∈[a,b]

|( fm − fn)(t)| ≤ ∥ fm − fn∥ < ε, ∀m, n > N, (7.2.14)

因此 { fn(t)}∞n=1就是 R中的 Cauchy数列,从而存在 f (t) ∈ R使得

fn(t) −→ f (t) ∈ R (n → ∞), ∀t ∈ [a, b], (7.2.15)

由此得到函数 f (t), t ∈ [a, b].
(3)下证 f 在 [a, b]上右连续,即对任意 t ∈ [a, b), f (t) = f (t + 0) = lim

t→0+
f (t).
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在(7.2.14)式中令 m → ∞,得

| fn(t) − f (t)| ≤ ε, ∀t ∈ [a, b], ∀n > N,

从而

sup
t∈[a,b]

| fn(t) − f (t)| ≤ ε, ∀n > N,

所以函数列 { fn}在闭区间 [a, b]上一致收敛于 f . 对任意 n ∈ N+, fn 都是 [a, b]上得右连
续函数,根据一致收敛与连续性的关系可知极限函数 f 也在 [a, b]上右连续 (仿照华师大

《数学分析》第 4版下册 P39-P40并利用 1
3ε法则).

(4)下证 f 是 [a, b]上的有界变差函数,从而 f ∈ BV[a, b].
由于 { fn}是 BV[a, b]中的 Cauchy点列,从而 { fn}在 BV[a, b]中有界,存在 M > 0使

得

∥ fn∥ = | fn(a)| +
b
V
a
( fn) ≤ M, ∀n ∈ N+.

作 [a, b]的任意一个分割

T : a = t0 < t1 < t2 < · · · < tk−1 < tk = b,

则由(7.2.15)式可得

V( f ,T) =
k∑
i=1

| f (ti) − f (ti−1)|

= lim
n→∞

k∑
i=1

| fn(ti) − fn(ti−1)|

= lim
n→∞

V( fn,T)

≤ lim
n→∞

b
V
a
( fn)

≤ M .

由分割 T 的任意性可知
b
V
a
( f ) ≤ M < +∞,

所以 f ∈ BV[a, b].
(5)由(7.2.15)式可得 |( fn − f )(a)| → 0 (n → ∞). 下证 ∥ fn − f ∥ → 0 (n → ∞).
对任意 m, n > N 以及 [a, b]的任意一个分割

T : a = t0 < t1 < t2 < · · · < tk−1 < tk = b,



7.2 习题 – 24/86 –

都有

k∑
i=1

|( fn − fm)(ti) − ( fn − fm)(ti−1)|

= V( fn − fm,T)

≤
b
V
a
( fn − fm) < ε,

上式两端令 m → ∞,结合(7.2.15)式可得

V( fn − f ,T) =
k∑
i=1

|( fn − f )(ti) − ( fn − f )(ti−1)| ≤ ε, ∀n > N .

由分割 T 的任意性可得
b
V
a
( fn − f ) ≤ ε, ∀n > N,

于是 lim
n→∞

b
V
a
( fn − f ) = 0,从而

lim
n→∞

∥ fn − f ∥ = 0.

综上, (BV[a, b], ∥ · ∥)是 Banach空间.

□
� 练习 7.22 设 X1, X2, · · · 是一列 Banach空间,

x = {x1, x2, · · · , xn, · · · }

是一列元素,其中 xn ∈ Xn, n = 1, 2, · · · ,并且
∞∑

n=1
∥xn∥p < ∞,这种元素列的全体记

为 X ,类似通常数列的加法和数乘,在 X 中引入线性运算. 若令

∥x∥ =
( ∞∑

n=1
∥xn∥p

) 1
p

,

证明: 当 p ≥ 1时, X 是 Banach空间.

证明

Step 1. 对任意 x = (x1, x2, · · · ) ∈ X , y = (y1, y2, · · · ) ∈ X 以及任意数 α, β,都有

∥αxx + βyn∥p

≤ (∥αxn∥ + ∥βyn∥)p

≤ 2p (|a|p ∥xn∥p + |β|p ∥yn∥p) ,

所以
∞∑
n=1

∥αxn + βyn∥p ≤ 2p

(
|α |p

∞∑
n=1

∥xn∥p + |β|p
∞∑
n=1

∥yn∥p
)
< +∞,

也就是说, αx + βy = (αx1 + βy1, αx2 + βy2, · · · ) ∈ X . 易证 X 是线性空间.

Step 2. 设 p ≥ 1.
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1◦. 对任意 x = (x1, x2, · · · ) ∈ X ,显然 ∥x∥ =
(∑∞

n=1 ∥xn∥p
) 1
p ≥ 0. 当 x = 0 = (0, 0, · · · )

时, 有 ∥x∥ =
(∑∞

n=1 ∥0∥p
) 1
p = 0. 反之, 若 ∥x∥ = 0, 则对任意 n ∈ N, 都有 xn = 0, 从

而 x = (0, 0, · · · ) = 0 ∈ X .

2◦. 对任意 x = (x1, x2, · · · ) ∈ X 以及任意数 α,都有

∥αxn∥p = |α |p ∥xn∥p, ∀n ∈ N,

从而

∥αx∥ =
( ∞∑
n=1

∥αxn∥p
) 1

p

=

(
|α |p

∞∑
n=1

∥xn∥p
) 1

p

= |α |
( ∞∑
n=1

∥xn∥p
) 1

p

= |α |∥x∥.

3◦. 对任意 x = (x1, x2, · · · ) ∈ X , y = (y1, y2, · · · ) ∈ X ,由空间 Xn 上范数的三角不等式

可得

∥xn + yn∥ ≤ ∥xn∥ + ∥yn∥, ∀n ∈ N.

根据级数形式的Minkowski不等式,就有

∥x + y∥ =
( ∞∑
n=1

∥xn + yn∥p
) 1

p

≤
( ∞∑
n=1

(∥xn∥ + ∥yn∥)p
) 1

p

≤
( ∞∑
n=1

∥xn∥p
) 1

p

+

( ∞∑
n=1

∥yn∥p
) 1

p

= ∥x∥ + ∥y∥.

综上,当 p ≥ 1时, ∥ · ∥ 就是线性空间 X 上的范数, X 是赋范线性空间.

Step 3. 设 {xm}是 X 中的 Cauchy点列,其中

xm =
(
x(m)

1 , x
(m)
2 , · · ·

)
.

则对任意 ϵ > 0,存在 N ∈ N使得对 m, n > N 以及任意指标 i,都有

x(m)
i − x(n)i

 ≤
( ∞∑
i=1

∥x(m)
i − x(n)i ∥p

) 1
p

= ∥xm − xn∥ < ϵ, (7.2.16)

则
{
x(m)
i

}∞
i=1
也是 Banach空间 Xi 中的 Cauchy点列,于是,存在 xi ∈ Xi 使得

ξi = lim
m→∞

x(m)
i .

令 ξ = (ξ1, ξ2, · · · ),下证 ξ ∈ X 并且 ∥xm − ξ∥ → 0 (m → ∞).
由于 {xm} 是 X 中的 Cauchy 点列, 则 {xm} 在 X 中有界, 即存在 M > 0, 使得对任



7.2 习题 – 26/86 –

意 n ∈ N+都有 ∥xm∥ ≤ M . 于是,对任意指标 k ∈ N都有(
k∑
i=1

x(m)
i

p) 1
p

≤
( ∞∑
i=1

x(m)
i

p) 1
p

= ∥xm∥ ≤ M .

在上式两端令 m → ∞,得 (
k∑
i=1

ξ(m)
i

p) 1
p

≤ M .

再由 k 的任意性,可知 ( ∞∑
i=1

ξ(m)
i

p) 1
p

≤ M < +∞,

所以 ξ = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ X .

当 m, n > N 时,由(7.2.16)式得( ∞∑
i=1

∥x(m)
i − x(n)i ∥p

) 1
p

< ϵ,

在上式中令 n → ∞,得

∥xm − ξ∥ =
( ∞∑
i=1

∥x(m)
i − ξi ∥p

) 1
p

< ϵ.

所以 ∥xm − ξ∥ → 0 (m → ∞).
综上, X 是 Banach空间. □

� 练习 7.23 设 X 为赋范线性空间, X × X 为两个 X 的笛卡尔乘积空间, 对每个
(x, y) ∈ X × X ,定义

∥(x, y)∥ =
√
∥x∥2 + ∥y∥2,

则 X × X 成为赋范线性空间. 证明 X × X 到 X 的映射 (x, y) 7→ x + y是连续映射.

证明 设 {(xn, yn)} ⊂ X × X , (x, y) ∈ X × X 并且

∥(xn, yn) − (x, y)∥ → 0 (n → ∞).

由于 (xn, yn) − (x, y) = (xn − x, yn − y),则

0 ≤ ∥xn − x∥ ≤
√
∥xn − x∥2 + ∥yn − y∥2 = ∥(xn, yn) − (x, y)∥,

0 ≤ ∥yn − y∥ ≤
√
∥xn − x∥2 + ∥yn − y∥2 = ∥(xn, yn) − (x, y)∥.
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由数列极限的迫敛性可知

lim
n→∞

∥xn − x∥ = 0 = lim
n→∞

∥yn − y∥.

另一方面,由于

0 ≤ ∥(xn + yn) − (x + y)∥ = ∥(xn − x) + (yn − y)∥ ≤ ∥xn − x∥ + ∥yn − y∥,

由数列极限的迫敛性可知

∥(xn + yn) − (x + y)∥ → 0 (n → ∞),

即

xn + yn → x + y (n → ∞).

所以 X × X 到 X 的映射:(x, y) 7→ x + y是连续映射. □
� 练习 7.24 设 Λ是实 (复)数域, X 为赋范线性空间,对每个 (α, x) ∈ Λ × X ,定义

∥(α, x)∥ =
√
|α |2 + ∥x∥2,

则 (α, x) 7→ αx是 Λ × X 到 X 中的连续映射.

证明

设 {(αn, xn)} ⊂ Λ × X , (α, x) ∈ Λ × X 并且

∥(αn.xn) − (α, x)∥ → 0 (n → ∞).

与 23题的证明类似,可以得到

lim
n→∞

|αn − α | = 0 = lim
n→∞

∥xn − x∥.

另一方面,由于

0 ≤ ∥αnxn − αx∥

= ∥αnxn − αxn + αxn − αx∥

≤ ∥αnxn − αxn∥ + ∥αxn − αx∥

= |αn − α |∥xn∥ + |α |∥xn − x∥,

注意到 ∥xn∥是有界量,则由数列极限的迫敛性,就有

∥αnxn − αx∥ → 0 (n → ∞),



7.2 习题 – 28/86 –

即

αnxn → αx (n → ∞).

所以 Λ × X 到 X 的映射:(α, x) 7→ αx是连续映射. □
� 练习 7.25 设 C为一切收敛数列所组成的空间,其中的线性运算与通常序列空间相
同. 在 C中令

∥x∥ = sup
i

|ξi |, x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ) ∈ C,

证明 C是可分的 Banach空间.

证明 Step1. 设 0 ∈ C当且仅当

0 = (0, 0, · · · , 0, · · · ).

易证 C按常序列空间的加法和数乘成为线性空间. 并且

∥x∥ = sup
i

|ξi |, x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ) ∈ C

是空间 C上的范数. 根据教材 P194,收敛数列空间 C按范数 ∥ · ∥导出的距离是完备的,因

此 (C, ∥ · ∥)是 Banach空间.

Step2. 下证 C是可分空间.

令

E = {x ∈ C | x = (r1, r2, · · · , rn, · · · ), ri ∈ Q, ∀i ∈ N+} ,

则 E 是 C的可数子集.

任取 x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ) ∈ C. 对任意 ε > 0,任意 i ∈ N+,存在有理数 ri ∈ Q,使得

|ξi − ri | <
1
2i
ε.

对任意 i, j ∈ N+,都有

|ri − rj | ≤ |ri − ξi | + |ξi − ξj | + |ξj − rj | ≤
1
2i
ε + |ξi − ξj | +

1
2j
ε. (7.2.17)

由于 {ξn}是收敛数列,从而是 Cauchy数列,存在正整数 N ,使得对任意 i, j > N 都有

|ξi − ξj | <
1
2
ε.

根据(7.2.17)式,对任意 i, j > N ,就有

|ri − rj | <
1
2i
ε +

1
2
ε +

1
2j
ε < ε,
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于是 {rn}是 Cauchy数列,从而是收敛数列. 令 y = (r1, r2, · · · , rn, · · · ),则 y ∈ E 并且

∥x − y∥ = sup
i

|ξi − ri | ≤ sup
i

1
2i
ε < ε.

所以 E 是 C的可数稠密子集, C是可分的 Banach空间.

□



第 8章 有界线性算子和连续线性泛函

8.1 教学计划

1. 算子的一系列概念: (1)算子 T : D → Y ,定义域 D(T),值域 R(T),核 N(T)(线
性算子的零子空间), 特殊的算子——泛函; (2) 线性算子; (3) 连续算子; (4)
有界算子; (5)紧算子,全连续算子 (P308)(即连续的紧算子).
算子的联系: 紧算子和有界算子;由上述线性算子和有界算子的定义推导出
教材中有界线性算子的定义. 具体的算子的例子.
线性算子的有界性等价于连续性,线性泛函的连续性和零子空间的关系.

2. 专题: 有界线性算子空间 B(X → Y ).
(1)在 B(X → Y )中引入线性结构 (零向量,加法和数乘)使之成为线性空间;
(2)定义有界线性算子的范数并验证, B(X → Y )成为赋范线性空间; (3)当 Y

是 Banach空间时, B(X → Y )也是 Banach空间; (4)引入算子乘法,由此引出
赋范代数和 Banach代数的概念.
对全连续线性算子空间也可以作类似的讨论.

3. 有界线性算子的范数的定义及等价定义. 有界线性算子范数的计算 (教材中
的例 7和例 8积分算子的结论应记住).
无界算子的重要例子:微分算子 T : P[a, b] → P[a, b].

4. 赋范线性空间 X 的共轭空间 X′. 在逻辑上, X′是一个完全确定的 Banach空
间, 它的元素就是 X 上的有界线性泛函, 似乎不存在 ‘‘求出”X′ 的问题. 然
而, X′ 缺乏某种直观形象, 以致难以有效的思考与运用, 那么我们实际上会
把它当成一种未知的东西. 这就提出一个问题: 如何将 X′ 具体表示出来?
为此引入保距 (范) 算子与赋范线性空间之间的同构的概念, 这样一些抽象
的空间就获得了具体的表示.
表示定理: (lp)′ � lq, [Lp(Ω)]′ � Lq(Ω),其中

q =

{
∞, 当p = 1,

p
p−1, 当1 < p < +∞.

8.2 习题

� 练习 8.1 距离说明有界线性算子的值域不一定是闭线性子空间.
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� 练习 8.2 求 C[−1, 1]上线性泛函

f (x) =
ˆ 0

−1
x(t) dt −

ˆ 1

0
x(t) dt

的范数.

解 对任意 x ∈ C[−1, 1],有

| f (x)| =
����ˆ 0

−1
x(t) dt −

ˆ 1

0
x(t) dt

����
≤
ˆ 0

−1
|x(t)| dt +

ˆ 1

0
|x(t)| dt

≤
ˆ 0

−1
∥x∥ dt +

ˆ 1

0
∥x∥ dt

= 2∥x∥,

所以线性泛函 f 有界,并且 ∥ f ∥ ≤ 2.
(分析: 令

x0(t) =
{

1, t ∈ [−1, 0],
−1, t ∈ (0, 1].

形式上,就有 f (x0) = 1 + 1 = 2.但是 x0并不是连续函数. 目标: 以 x0为出发点,构
造 x0的一列连续的近似函数 xn,使得 f (xn) → 2. )

另一方面,对任意 n ∈ N+,令

xn(t) =


1, t ∈

[
−1,−1

n

]
,

−nt, t ∈
(
−1

n,
1
n

]
,

−1, t ∈
(

1
n, 1

]
,

则 xn ∈ C[−1, 1],
∥xn∥ = max

t∈[−1,1]
|xn(t)| = 1,

从而

∥ f ∥ = sup
∥x∥=1

| f (x)|

≥ | f (xn)|

=

����ˆ 0

−1
xn(t) dt −

ˆ 1

0
xn(t) dt

����
=

�����
[ˆ − 1

n

−1
dt +
ˆ 0

− 1
n

(−nt) dt

]
−

[ˆ 1
n

0
(−nt) dt +

ˆ 1

1
n

(−1) dt

] �����
= 2 − 2

n
.

由 n ∈ N的任意性可得 ∥ f ∥ ≥ 2.
综上, ∥ f ∥ = 2.
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� 练习 8.3 设无穷阵 (ai j), i, j = 1, 2, · · · ,满足 sup
i

∞∑
j=1

|ai j | < ∞. 作 l∞ 到 l∞ 中算子如

下: 若 x = (ξ1, ξ2, · · · ), y = (η1, η2, · · · ), T x = y,则

ηi =

∞∑
i=1

ai jξ j, i = 1, 2, · · · .

证明 ∥T ∥ = sup
i

∞∑
j=1

|ai j |.

证明

显然, T : l∞ → l∞是线性算子.

对 ∀x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ l∞,由于 sup
i

∞∑
j=1

|ai j | < ∞,则

∥T x∥ = ∥y∥ = sup
i

|ηi | = sup
i

������ ∞∑
j=1

ai jξj

������
≤ sup

i

©«
∞∑
j=1

|ai j | |ξj |
ª®¬ ≤ sup

i

©«
∞∑
j=1

|ai j | · sup
j

|ξj |
ª®¬ = ©«sup

i

∞∑
j=1

|ai j |
ª®¬ · ∥x∥,

所以 T 是有界线性算子并且 ∥T ∥ ≤ sup
i

∞∑
j=1

|ai j |.

另一方面,对任意 k ∈ N+,令

ek = (ξk1 , ξ
k
2 , · · · , ξ

k
j , · · · ),

其中 ξkj = sign (ak j),则 ek ∈ l∞, ∥ek ∥ ≤ 1并且

Tek = (ηk1, η
k
2, · · · , η

k
i , · · · ),

其中

ηkk =

∞∑
j=1

ak jξkj =
∞∑
j=1

ak j · sign (ak j) =
∞∑
j=1

��ak j �� ≥ 0.

于是,

∥T ∥ = sup
∥x ∥≤1

∥T x∥ ≥ ∥Tek ∥ = sup
i

|ηki | ≥ |ηkk | =
∞∑
j=1

��ak j �� , ∀k ∈ N+.

由 k 的任意性,就有

∥T ∥ ≥ sup
i

∞∑
j=1

��ai j �� .
综上, ∥T ∥ = sup

i

∞∑
j=1

��ai j �� . □

� 练习 8.4 设 sup
n≥1

|αn | < ∞,在 lp (p ≥ 1)中定义线性算子:

y = T x, ηi = αiξi, i = 1, 2, · · · ,
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期中

x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ), y = (η1, η2, · · · , ηn, · · · ),

证明 T 是有界线性算子,并且 ∥T ∥ = sup
n≥1

|αn |.

证明

显然,算子 T 是线性算子.

任取 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp. 由于 supn≥1 |αn | < ∞,则对任意 i ∈ N,都有

|ηi |p = |αiξi |p = |αi |p |ξi |p ≤
(
sup
n≥1

|αn |
)p

|ξi |p,

从而
∞∑
i=1

|ηi |p ≤
(
sup
n≥1

|αn |
)p ∞∑

i=1
|ξi |p =

(
sup
n≥1

|αn |
)p

∥x∥pp .

于是, y = T x ∈ lp,并且

∥T x∥p ≤
(
sup
n≥1

|αn |
)
∥x∥p .

所以算子 T : lp → lp 是有界线性算子,并且 ∥T ∥ ≤ sup
n≥1

|αn |.

下证 ∥T ∥ = supn≥1 |αn |. 对任意 k ∈ N+, 定义 ek = (0, · · · , 0,
k
1, 0, · · · ), 则 ek ∈ lp 并

且 ∥ek ∥p = 1. 另一方面,

∥Tek ∥p = ∥(0, · · · , 0, αk, 0, · · · )∥p = ∥αkek ∥p = |αk |,

所以就有

∥T ∥ = sup
x∈lp

∥x ∥p=1

∥T x∥p ≥ ∥Tek ∥p = |αk |,

由 k 的任意性,就有

∥T ∥ ≥ sup
k≥1

|αk |.

最终, ∥T ∥ = supn≥1 |αn |. □
� 练习 8.5 设 X 是 n维向量空间,在 X 中取一组基 {e1, e2, · · · , en},

(
tµν

)
是 n × n矩

阵,作 X 到 X 中算子如下: 当 x =
n∑
ν=1

xνeν 时,

y = T x =
n∑
µ=1

yµeµ,

其中

yµ =

n∑
ν=1

tµνxν, µ = 1, 2, ·, n.
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若规定向量的范数为 ∥x∥ =
(

n∑
ν=1

|xν |2
) 1

2

,证明上述算子的范数满足

max
ν

©«
n∑
µ=1

|tµν |2
ª®¬

1
2

≤ ∥T ∥ ≤ ©«
n∑
µ=1

n∑
ν=1

|tµν |2
ª®¬

1
2

.

� 练习 8.6 设 T 是赋范线性空间 X 到赋范线性空间 Y 的线性算子,若 T 的零子空间

是闭集, T 是否一定有界?

� 练习 8.7 作 lp (1 < p < +∞)中算子 T 如下: 当

x = (x1, x2, · · · ) ∈ lp时, T x = (y1, y2, · · · , yn, · · · ),

其中

yn =

∞∑
m=1

tnmxm, n = 1, 2, 3, · · · ,

∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

|tnm |q
) p

q

< ∞, 1
p
+

1
q
= 1,

证明: T 是有界线性算子.

证明 (算子 T 是通过级数来定义的, 所以需要证明算子 T 是良定义的) 由于 p > 1

且 1
p +

1
q = 1,则对任意 m, n ∈ N+,由 Young不等式得

|tmn | | xm | ≤
1
q
|tmn |q +

1
p
|xm |p .

由于
∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

|tmn |q
) p

q

< ∞,则当 x = (x1, x2, · · · ) ∈ lp 时,就有

yn =

∞∑
m=1

tnmxm ≤
∞∑

m=1
|tnm | |xm | ≤

1
q

∞∑
m=1

|tmn |q +
1
p

∞∑
m=1

|xm |p < ∞,

所以算子 T 的定义是合理的. 易证 T 是线性算子.

另一方面, 利用级数形式的 Hölder 不等式可得(一开始并不知道算子 T 将 x 映入那

个空间,不能直接写 ∥T x∥ = · · · )

|yn |p =

����� ∞∑
m=1

tmnxm

�����p
≤

[ ∞∑
m=1

|tmn | |xm |
] p

≤
( ∞∑
m=1

|tmn |q
) p

q
( ∞∑
m=1

|xm |p
)
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=

( ∞∑
m=1

|tmn |q
) p

q

∥x∥pp,

因此
∞∑
n=1

|yn |p ≤


∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

|tmn |q
) p

q  ∥x∥pp,

从而 T x = (y1, y2, · · · ) ∈ lp,并且

∥T x∥p =
( ∞∑
n=1

|yn |p
) 1

p

≤


∞∑
n=1

( ∞∑
m=1

|tmn |q
) 1

q  ∥x∥p,

这说明 T : lp → lp 是有界算子.

综上, T : lp → lp 是有界线性算子. □
� 练习 8.8 Rn按范数 ∥x∥ = max

j
|ξ j |, x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn)成赋范线性空间,问此赋范线

性空间的共轭空间是什么?

证明 (Rn, ∥ · ∥)的共轭空间与 l1的子空间

X = {η = (η1, η2, · · · , ηn) | ηk ∈ R, ∀k = 1, 2, · · · , n}

同构 □
� 练习 8.9 设 C0表示极限为 0的实数列全体,按通常的加法和数乘,以及

∥x∥ = sup
i

|ξi |, x = (ξi, ξ2, · · · , ξn, · · · )

构成 Banach空间,证明: (C0)′ = l1.

证明

Step 1. 令 ek = (0, · · · , 0,
k
1, 0, · · · ), k ∈ N+, 则 ek ∈ C0 并且 ∥ek ∥ = 1. 对任意

x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ C0,由于 lim
n→∞
ξn = 0,则对 ∀ϵ > 0,存在 N = N(ϵ),使得对 ∀n > N ,都有

|ξn | < ϵ ,从而 x −
n∑
i=1
ξiei

 = ∥(0, · · · , 0, ξn+1, ξn+2, · · · )∥ = sup
i≥n+1

|ξi | ≤ ϵ .

于是 x = lim
n→∞

n∑
i=1
ξiei.

Step 2. 对任意 f ∈ (C0)′,令 ηk = f (ek), k ∈ N+. 下证

y = (η1, η2, · · · ) ∈ l1.
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事实上,对任意 n ∈ N+,有

n∑
i=1

|ηi | =
n∑
i=1

(sig ηi)ηi

=

n∑
i=1

(sign ηi) f (ei)

= f

(
n∑
i=1

(sign ηi)ei

)
≤ ∥ f ∥ ·

 n∑
i=1

(sign ηi)ei


≤ ∥ f ∥,

因此
∞∑
i=1

|ηi |收敛,从而 y = (η1, η2, · · · ) ∈ l1.

这样就定义了算子

T : (C0)′ −→ l1,

f 7−→ y = (η1, η2, · · · ) = ( f (e1), f (e2), · · · ) .

易证 T 是线性算子,并且对 ∀ f ∈ (C0)′,有 ∥T f ∥ = ∥y∥ ≤ ∥ f ∥.
Step 3. 下证 T 是满射.

任取 y = (η1, η2, · · · ) ∈ l1,对 ∀x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ C0,由于����� ∞∑
i=1
ηiξi

����� ≤ ∞∑
i=1

|ηi | · sup
i

|ξi | < ∞,

从而可以定义 C0上的泛函 f (x) =
∞∑
i=1
ηiξi. 易证 f 是有界线性泛函,即 f ∈ (C0)′,并且

f (ek) = ηk, ∀k ∈ N+.

由算子 T 的定义,就有

T f = ( f (e1), f (e2), · · · ) = (η1, η2, · · · ) = y.

所以 T 是满射.

Step 4. 下证 T 是保距算子.

对任意 f ∈ (C0)′,由 Step 2可知

∥T f ∥ ≤ ∥ f ∥, ∀ f ∈ (C0)′.
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反之,对任意 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ C0,根据 Step 1以及 f 的连续线性,就有

| f (x)| =
����� f

(
lim
n→∞

n∑
i=1
ξiei

)����� ≤ lim
n→∞

n∑
i=1

|ξ | · | f (ei)| ≤ sup
i

| f (ei)| ·
∞∑
i=1

|ξi | = ∥T f ∥ · ∥x∥,

从而 ∥ f ∥ ≤ ∥T f ∥.
综上, (C0)′与 l1等距同构. □



第 9章 内积空间和 Hilbert空间

9.1 教学计划

1. 内积空间的概念: 复数，正定性、对第一变元的线性、共轭对称性 (Hermit
性). 内积对第二变元共轭线性.
由内积可以导出范数,内积空间天然地是赋范线性空间. 重要的不等式——
Cauchy-Schwartz不等式. 一个赋范线性空间的范数可以由内积导出的充分
必要条件是范数满足平行四边形公式 (这种情况下内积可以通过极化恒等
式定义出来). 范数不能由内积导出的例子.
完备的内积空间称为 Hilbert空间.
内积作为二元映射关于两个变元都连续.

2. 内积空间上的最佳逼近问题: 凸集与极小化向量定理,由此得到完备子空间
上的最佳逼近元的存在唯一性. 引入正交的概念,借此刻画最佳逼近元.
线性空间中直和与互补子空间概念, 内积空间中的正交补概念, 投影定理.
正交和 ⊕,投影与投影算子.
集合 M , spanM, spanM 和 M⊥⊥之间的关系,用正交补可以判断稠密性.

3. 正交系、规范正交系、完全规范正交系的概念.
专题: Fourier级数.
Fourier系数与 Fourier级数的定义.
问题 1: 设 M 是内积空间 X 中的规范正交系, x ∈ X , Fourier级数

∑
e∈M

⟨x, e⟩e

是否收敛? 答: 当 X 是 Hilbert空间, Fourier级数
∑

e∈M
⟨x, e⟩e收敛 (证明的核

心: Bessel不等式).
问题 2: 若 Fourier级数

∑
e∈M

⟨x, e⟩e收敛,是否有 x =
∑

e∈M
⟨x, e⟩e? 答: 当 X 是

Hilbert空间, M是 X中的规范正交系时, x =
∑

e∈M
⟨x, e⟩e(证明的核心: Parseval

等式). 可以用 Steklov定理来判断规范正交系的完全性.
问题 3: Hilbert空间是否总存在完全规范正交系? 答: 非零的 Hilbert空间总
存在完全规范正交系 (利用 Zorn引理),并且可分的非零 Hilbert空间中的完
全规范正交系都是至多可数集合. 同一个非零 Hilbert空间中不同的完全规
范正交系基数相同,由此可定义 Hilbert基数的概念.
内积空间的同构. 两个 Hilbert空间同构当且仅当它们具有相同的 Hilbert基
数: 有限维 (n维)的可分 Hilbert空间都与 Rn同构,无穷维的可分 Hilbert空
间都与 l2同构.
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4. Riesz定理. 利用 Riesz定理可证明,任何 Hilbert空间 X 都与它的共轭空间

X′复共轭同构.
5. 内积空间上的共轭算子的定义. 利用 Riesz 定理可证明, Hilber 空间上的任
何有界线性算子 A总存在唯一的共轭算子 A∗,并且 ∥A∥ = ∥A∗∥. 共轭算子
的性质.
从共轭算子出发可定义三类重要的算子: 自伴算子、酉算子、正常算子. 自
伴算子的性质比较重要,在第 11章会用到.

9.2 习题

� 练习 9.1 设 {xn} 是内积空间中点列,若 ∥xn∥ → ∥x∥ (n → ∞),且对一切 y ∈ X 有

⟨xn, y⟩ → ⟨x, y⟩ (n → ∞),证明 xn → x (n → ∞).

证明 由内积空间中范数的定义可知

∥xn − x∥2

= ⟨xn − x, xn − x⟩

= ∥xn∥2 − ⟨x, xn⟩ − ⟨xn, x⟩ + ∥x∥2

= ∥xn∥2 − ⟨xn, x⟩ − ⟨xn, x⟩ + ∥x∥2.

由条件可知

∥xn∥ → ∥x∥, ⟨xn, x⟩ → ⟨x, x⟩ = ∥x∥2, ⟨xn, x⟩ → ⟨x, x⟩ = ∥x∥2 (n → ∞),

所以

∥xn − x∥2 → 0 (n → ∞),

即 xn → x(n → ∞). □
� 练习 9.2 设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 是一列内积空间,令

X =

{
{xn}

��� xn ∈ Xn,

∞∑
n=1

∥xn∥2 < ∞
}
,

当 {xn}, {yn} ∈ X 时,规定 α{xn} + β{yn} = {αxn + βyn},其中 α, β是数,

⟨{xn}, {yn}⟩ =
∞∑

n=1
⟨xn, yn⟩,

证明: X 是内积空间,又当 Xn都是 Hilbert空间时,证明 X 也是 Hilbert空间.

证明 1. 先证 X 是内积空间.
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由 Cauchy-Schwartz不等式可知,对任意 n ∈ N+以及任意 xn, yn ∈ Xn,都有

⟨xn, yn⟩ ≤ ∥xn∥ · ∥yn∥,

因此,对任给的 N ∈ N+,都有

N∑
n=1

⟨xn, yn⟩ ≤
N∑
n=1

∥xn∥ · ∥yn∥

≤
(

N∑
n=1

∥xn∥2

) 1
2
(

N∑
n=1

∥yn∥2

) 1
2

≤
( ∞∑
n=1

∥xn∥2

) 1
2
( ∞∑
n=1

∥yn∥2

) 1
2

< ∞,

所以级数
∞∑
n=1

⟨xn, yn⟩收敛,内积

⟨{xn}, {yn}⟩ =
∞∑
n=1

⟨xn, yn⟩

是合理定义的. 由于 Xn, n = 1, 2, · · · 都是 Hilbert空间,所以 ⟨{xn}, {yn}⟩满足:

1◦. ⟨{xn}, {xn}⟩ =
∞∑
n=1

⟨xn, xn⟩ ≥ 0. ⟨{xn}, {xn}⟩ =
∞∑
n=1

⟨xn, xn⟩ = 0等价于对任意 n ∈ N+
都有 ⟨xn, xn⟩ =,同样等价于任意 n ∈ N+, xn = 0,进一步等价于 {xn} = 0.

2◦. 对任意 α, β ∈ C,都有

⟨α{xn} + β{yn}, {zn}⟩

=

∞∑
n=1

⟨αxn + βyn, zn⟩

=

∞∑
n=1

(α⟨xn, zn⟩ + β⟨yn, zn⟩)

= α

∞∑
n=1

⟨xn, zn⟩ + β
∞∑
n=1

⟨yn, zn⟩

= α⟨{xn}, {zn}⟩ + β⟨{yn}, {zn}⟩

3◦. 对任意 {xn}, {yn} ∈ X ,都有

⟨{xn}, {yn}⟩ =
∞∑
n=1

⟨xn, yn⟩

=

∞∑
n=1

⟨yn, xn⟩ =
∞∑
n=1

⟨yn, xn⟩ = ⟨{yn}, {xn}⟩.

所以 ⟨{xn}, {yn}⟩是空间 X 上的内积, X 成为内积空间.

2. 下证 X 是 Hilbert空间.
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设 { x̄n}∞n=1是空间 X 中的任意一列 Cauchy列,其中

x̄n =
{
x(n)
k

}∞
k=1

∈ X, ∀n ∈ N+.

则对任意 ϵ > 0,总存在 N ∈ N+使得对任意 m, n > N 都有( ∞∑
k=1

x(m)
k

− x(n)
k

2
) 1

2

=

( ∞∑
k=1

⟨
x(m)
k

− x(n)
k
, x(m)

k
− x(n)

k

⟩) 1
2

=
⟨{

x(m)
k

− x(n)
k

}∞
k=1
,
{
x(m)
k

− x(n)
k

}∞
k=1

⟩
= ∥ x̄m − x̄n∥ < ϵ. (9.2.1)

从而,对任意 k ∈ N+,都有

x(m)
k

− x(n)
k

 ≤
( ∞∑
k=1

x(m)
k

− x(n)
k

2
) 1

2

< ϵ,

由此可知 {x(n)
k

}∞
n=1是Hilbert空间 Xk中的Cauchy点列. 由 Xk的完备性可知,存在 xk ∈ Xk

使得

x(n)
k

→ xk (n → ∞).

记 x̄ = {xk}∞k=1,下证 x̄ ∈ X 并且 x̄n → x̄ (n → ∞).
有 (9.2.1)可知,任取 K ∈ N+,都有(

K∑
k=1

x(m)
k

− x(n)
k

2
) 1

2

≤
( ∞∑
k=1

x(m)
k

− x(n)
k

2
) 1

2

< ϵ,

在上式两端令 m → ∞可得 (
K∑
k=1

xk − x(n)
k

2
) 1

2

≤ ϵ,

由 K ∈ N+的任意性就得到 ( ∞∑
k=1

xk − x(n)
k

2
) 1

2

≤ ϵ . (9.2.2)

由于 x̄n =
{
x(n)
k

}∞
k=1

∈ X ,利用级数形式的Minkowskii不等式可得

( ∞∑
k=1

∥xk ∥2

) 1
2

≤
( ∞∑
k=1

xk − x(n)
k

2
) 1

2

+

( ∞∑
k=1

x(n)
k

2
) 1

2

≤ ϵ +
( ∞∑
k=1

x(n)
k

2
) 1

2

< ∞,
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所以 x̄ = {xk}∞k=1 ∈ X . 于是, (9.2.2)式就变为

∥ x̄ − x̄n∥ =
( ∞∑
k=1

xk − x(n)
k

2
) 1

2

≤ ϵ .

由极限的 ϵ − δ定义可知
x̄n → x̄ (n → ∞).

所以 X 是 Hilbert空间. □
� 练习 9.3 设 X 是 n维线性空间, {e1, e2, · · · , en} 是 X 的一组基,证明 ⟨x, y⟩ 成为 X

上内积的充要条件是存在 n × n正定矩阵

A =
(
aµν

)
,

使得 ⟨
n∑
µ=1

xµeµ,
n∑
ν=1

yνeν

⟩
=

n∑
µ,ν=1

aµνxµyν .

�
注意 这里的正定指的是 Hermit正定. 设矩阵 A =

(
aµν

)
是一个 n × n复矩阵. 若

对任意 µ, ν = 1, 2, · · · , n,都有
aµν = aνµ,

则称矩阵 A是 Hermit矩阵. 如果对任意非零向量 x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Cn,还成立

(x1, x2, · · · , xn)A

©«
x1

x2
...

xn

ª®®®®®®¬
> 0,

则称矩阵 A是 Hermit正定矩阵。
证明 (必要性)令

aµν = ⟨eµ, eν⟩.

下证矩阵 A =
(
aµν

)
是正定矩阵.

对任意

x = (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

µ=1
xµeµ ∈ X
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且 x , 0,根据内积对第一变元的线性,对第二变元的共轭线性,就有

(x1, x2, · · · , xn)A

©«

x1

x2
...

xn

ª®®®®®®¬
=

n∑
µ,ν=1

aµνxµxν

=

n∑
µ,ν=1

xµyν ⟨eµ, eν⟩ =
⟨

n∑
µ=1

xµeµ,
n∑

ν=1
yνeν

⟩
= ⟨x, x⟩ = ∥x∥2 > 0.

所以矩阵 A =
(
aµν

)
是正定矩阵.

(充分性)设矩阵 A =
(
aµν

)
是正定矩阵. 对任意

x = (x1, x2, · · · , xn) =
n∑

µ=1
xµeµ ∈ X,

y = (y1, y2, · · · , yn) =
n∑

ν=1
yνeν ∈ X,

定义

⟨x, y⟩ =
⟨

n∑
µ=1

xµeµ,
n∑

ν=1
yνeν

⟩
=

n∑
µ,ν=1

aµνxµyν .

下证 ⟨·, ·⟩是线性空间 X 上的内积.

显然,对任意 x, y ∈ X ,都有 ⟨x, y⟩ ∈ C.

1. (正定性)由于矩阵 A =
(
aµν

)
是正定矩阵,则

⟨x, x⟩ =
⟨

n∑
µ=1

xµeµ,
n∑

ν=1
yνeν

⟩
=

n∑
µ,ν=1

xµyν ⟨eµ, eν⟩

=

n∑
µ,ν=1

aµνxµxν = (x1, x2, · · · , xn)A

©«

x1

x2
...

xn

ª®®®®®®¬
≥ 0

并且 ⟨x, x⟩ = 0当且仅当 x = 0.

2. (对第一变元的线性)对任意

z = (z1, z2, · · · , zn) =
n∑

ν=1
zνeν ∈ X
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以及任意 α, β ∈ X ,有

⟨αx + βy, z⟩

=

⟨
α

n∑
µ=1

xµeµ + β
n∑

µ=1
yµeµ,

n∑
ν=1

zνeν

⟩
=

⟨
n∑

µ=1

(
αxµ + βyµ

)
eµ,

n∑
ν=1

zνeν

⟩
=

n∑
µ,ν=1

aµν
(
αxµ + βyµ

)
zν

= α

n∑
µ,ν=1

aµνxµzν + β
n∑

µ,ν=1
aµνyµzν

= α⟨x, z⟩ + β⟨y, z⟩.

3. (共轭对称性)

⟨x, y⟩ =
n∑

µ,ν=1
aµνxµyν =

n∑
µ,ν=1

aµνxµyν =
n∑

µ,ν=1
aνµxµyν =

n∑
ν,µ=1

aνµyνxµ = ⟨y, x⟩.

综上, ⟨·, ·⟩是线性空间 X 上的内积. □
� 练习 9.4 设 X 是实内积空间,若 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2,则 x⊥y,当 X 是复内积空

间时,这个结论是否仍然成立?

证明 (1)当 X 是实内积空间时,内积满足对称性,总有 ⟨x, y⟩. 设 ∥x + y∥2 = ∥x∥2 + ∥y∥2.

由于

∥x + y∥2

= ∥x∥2 + ⟨x, y⟩ + ⟨y, x⟩ + ∥y∥2

= ∥x∥2 + 2⟨x, y⟩ + ∥y∥2,

于是 ⟨x, y⟩ = 0,从而 x⊥y.

(2)当 X 是复内积空间时,结论不一定成立.

反例: X = C,内积定义为

⟨x, y⟩ = x · y, x, y ∈ C.

当 x = i, y = 1时,就有

∥i + 1∥2 = 2 = ∥i∥2 + ∥1∥2,

但

⟨i, 1⟩ = i , 0,
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所以 i与 1在这种内积意义下不正交.

□
� 练习 9.5 证明内积空间 X 中两个向量 x, y 垂直的充要条件是: 对一切数 α, 成立

∥x + αy∥ ≥ ∥x∥.

证明 (必要性)设 x, y ∈ X 并且 x⊥y,则对任给的 α ∈ C,都有

∥x + αy∥2

= ⟨x + αy, x + αy⟩

= ⟨x, x⟩ + α⟨y, x⟩ + ᾱ⟨x, y⟩ + αᾱ⟨y, y⟩

= αx∥2 + 0 + 0 + |α |2∥y∥2

≥ ∥x∥2,

所以 ∥x + αy∥ ≥ ∥x∥.
(充分性）设 x, y ∈ X ,并且对任意 α ∈ C都有

∥x + αy∥ ≥ ∥x∥.

对任意 n ∈ N,当 α = − 1
n ⟨x, y⟩时,就有

∥x∥2 ≤
x +

−1
n
⟨x, y⟩y

2

= ∥x∥2 −
(
1
n
⟨x, y⟩

)
⟨y, x⟩ −

(
1
n
⟨x, y⟩

)
⟨x, y⟩ +

����1n ⟨x, y⟩����2 ∥y∥2

= ∥x∥2 − 2
n
|⟨x, y⟩|2 + 1

n2 |⟨x, y⟩|2 ∥y∥2,

从而

0 ≤ |⟨x, y⟩|2 ≤ 1
2n

|⟨x, y⟩|2∥y∥2.

在上式中令 n → ∞,就得到

|⟨x, y⟩|2 = 0,

所以 x⊥y. □
� 练习 9.6 设 X 是 Hilbert空间, M ⊂ X ,并且 M , ∅,证明

(
M⊥)⊥

是 X 中包含 M 的

最小闭子空间.

证明 对任意的 x ∈ M ,都有

⟨x, y⟩ = 0, ∀y ∈ M⊥,

从而 x ∈ (M⊥)⊥. 由此可知, (M⊥)⊥ 是 Hilbert 空间 X 中包含 M 的闭子空间. 设 Y 也
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是 Hilbert空间 X 中包含 M 的闭子空间. 下证

(M⊥)⊥ ⊂ Y .

由 M ⊂ Y 可知 Y⊥ ⊂ M⊥,

(M⊥)⊥ ⊂ (Y⊥)⊥.

另一方面,由于 Y 是 Hilbert空间 X 中的闭子空间,则 (根据课本 248页引理 2) Y = (Y⊥)⊥,

因此

(M⊥)⊥ ⊂ Y .

所以 (M⊥)⊥是 Hilbert空间 X 中包含 M 的最小闭子空间. □
� 练习 9.7 设 {en} 是 L2[a, b] 中的规范正交系, 说明二元函数列 en(x)em(y) (n,m =

1, 2, 3, · · · ) 是 L2 ([a, b] × [a, b]) 中的规范正交系, 若 {en} 完全, 则二元函数列
en(x)em(y) (n,m = 1, 2, 3, · · · )也是完全的.

证明 (1)设 {en}是 L2[a, b]中的规范正交系,令

f nm(x, y) = em(x)en(y), x, y ∈ [a, b],

则

ˆ b

a

ˆ b

a

�� f nm(x, y)��2 dx dy

=

ˆ b

a

ˆ b

a

|em(x)|2 |en(y)|2 dx dy

=

ˆ b

a

|em(x)|2 dx ·
ˆ b

a

|en(y)|2 dy

= ∥em∥2 · ∥en∥2 = 1,

所以 f nm ∈ L2([a, b] × [a, b])并且 ∥ f nm∥ = 1.

当 (m, n) , (k, l)时,有 m , k 或 n , l,所以

⟨
f nm, f lk

⟩
=

ˆ b

a

ˆ b

a

f nm(x, y) f l
k
(x, y) dx dy

=

ˆ b

a

ˆ b

a

em(x)en(y)ek(x)el(y) dx dy

=

(ˆ b

a

em(x)ek(x) dx
)
·
(ˆ b

a

en(y)el(y) dy
)

= ⟨em, el⟩ · ⟨en, el⟩ = 0

综上, { f nm}是 L2 ([a, b] × [a, b])中的规范正交系.
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(2)设 {en}完全,下证 { f nm}是 L2 ([a, b] × [a, b])中的完全规范正交系. 由于 L2([a, b]×
[a, b])是 Hilbert空间,所以只需要证明 { f nm}⊥ = {0}.

任取 f ∈ { f nm}⊥,则对任意 k, l ∈ N+,都有
⟨

f , f l
k

⟩
= 0. 固定 k ∈ N+,定义

gk(y) =
ˆ b

a

f (x, y)ek(x) dx, y ∈ [a, b].

利用 Hölder不等式可得

ˆ b

a

|gk(y)|2 dy =
ˆ b

a

����ˆ b

a

f (x, y)ek(x) dx
����2 dy ≤

ˆ b

a

ˆ b

a

| f (x, y)|2 dx dy·
ˆ b

a

|ek(x)|2 dx < +∞,

即 gk ∈ L2[a, b]. 于是

0 =
⟨

f , f lk
⟩

=

ˆ b

a

ˆ b

a

f (x, y) f l
k
(x, y) dx dy

=

ˆ b

a

ˆ b

a

f (x, y)ek(x)el(y) dx dy

=

ˆ b

a

gk(y)el(y) dy

= ⟨gk, el⟩, ∀l ∈ N+.

由 {en}的完全性可知, gk = 0 ∈ L2[a, b],即

gk(y) =
ˆ b

a

f (x, y)ek(x) dx = 0, a.e.y ∈ [a, b], ∀k ∈ N+. (9.2.3)

固定 y ∈ [a, b],令
g(x) = f (x, y), x ∈ [a, b].

由于 f ∈ L2([a, b] × [a, b]),根据 Fubini定理 (p130定理 4), g ∈ L2[a, b]. 由(9.2.3)式可知

⟨g, ek⟩ = 0, ∀k ∈ N+.

由 {en}的完全性可知, g = 0 ∈ L2[a, b].
综上, f (x, y) = 0, a.e. x, y ∈ [a, b]. 所以 f = 0 ∈ L2[a, b],于是 { f nm}⊥ = {0}, { f nm} 是

L2 ([a, b] × [a, b])中的完全规范正交系. □
� 练习 9.8 设 e1, e2, ·, en 是内积空间 X 中规范正交系,证明: X 到 span{e1, e2, · · · , en}
的投影算子 P为

Px =
n∑
ν=1

⟨x, eν⟩eν, x ∈ X .
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证明 令

Y = span{e1, e2, · · · , en},

则 Y 是内积空间 X 的有限维子空间, 从而是完备子空间. 于是, 对任意 x ∈ X , (246 页推

论)存在唯一的 y ∈ Y 使得 ∥x − y∥ = d(x,Y ). 令 z = x − y, 则 z⊥M , 从而(247 页引理 1)

z ∈ Y⊥. 若存在 y1 ∈ Y , z1 ∈ Y⊥,使得 x = y1 + z1,则

y − y1 = z1 − z ∈ Y ∩ Y⊥ = {0},

从而 y = y1, z = z1. 所以

X = Y ⊕ Y⊥.

对任意 x ∈ X ,存在唯一一对 y =
n∑

ν=1
ανeν ∈ Y , z ∈ Y⊥使得

x = y + z =
n∑

ν=1
ανeν + z,

其中 αν ∈ C, ν = 1, 2, · · · , n. 对任意 µ ∈ {1, 2, · · · , n},就有

⟨x, eµ⟩ =
n∑

ν=1
αν ⟨eν, eµ⟩ + ⟨z, eµ⟩ = αµ,

所以

Px = y =

n∑
µ=1
αµeµ =

n∑
µ=1

⟨x, eµ⟩eµ .

□
� 练习 9.9 设 X 是可分 Hilbert空间,证明 X 中任何规范正交系至多为可数集.

证明 设

N = {p1, p2, · · · , pn, · · · }

是可分 Hilbert空间中的可数稠密子集. 任取 X 中的一组规范正交系

M = {eλ | λ ∈ Λ}.

当 λ , λ′时,有

∥eλ − eλ′ ∥2 = ∥eλ∥2 + ∥eλ′ ∥2 = 2,

从而

U

(
eλ,

√
2

3

) ∩
U

(
eλ′,

√
2

3

)
= ∅,

规范正交系 M 与开球集合
{
U

(
eλ,

√
2

3

) ��� λ ∈ Λ}
对等.

由于可数集 N 在空间 X 中稠密, 则每个开球 U
(
eλ,

√
2

3

)
内含有 N 中的至少一个点.
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由于
{
U

(
eλ,

√
2

3

) ��� λ ∈ Λ}
中的开球两两不相交,则

{
U

(
eλ,

√
2

3

) ��� λ ∈ Λ}
的基数不超过 N的

基数.

综上, M 至多可数. □
� 练习 9.10 设 X 是内积空间, X∗ 是它的共轭空间, fz 表示 X 上线性泛函 fz(x) =

⟨x, z⟩,若 X 到 X∗ 的映射 F : z → fz 是一一 (one to one)到上 (onto)的映射,则 X

是 Hilbert空间.

证明 Step1. 对任意 y, z ∈ X , α, β ∈ C,有

F(αz + βy)(x)

= fαz+βy(x)

= α⟨x, z⟩ + β⟨x, y⟩

= αFz x + βFy(x), ∀x ∈ X .

由 x的任意性可知,

F(αz + βy) = αF(z) + βF(y),

所以 F 是线性算子. 对 ∀z ∈ X ,有

∥Fz∥ = ∥ fz ∥ = sup
∥x ∥=1
x∈X

| fz(x)| = sup
∥x ∥=1
x∈X

|⟨x, z⟩| ≤ sup
∥x ∥=1
x∈X

∥x∥ · ∥z∥ = ∥z∥, (∗)

所以 F 是有界线性算子,并且 ∥Fz∥ = ∥z∥. 另一方面,由于

∥z∥2 = ⟨z, z⟩ = fz(z) ≤ ∥ fz ∥ · ∥z∥ = ∥Fz∥ · ∥z∥,

所以就有

∥Fz∥ = ∥z∥, ∀z ∈ X .

综上, F 是 X 到 X ′的同构映射.

Step2. 设 {zn} 是 X 中的任意 Cauchy点列. 由于 F 是线性的一一映射, 结合 (∗)式,

就有

∥ fzm − fzn ∥ = ∥Fzm − Fzn∥ = ∥F(zn − zm)∥ ≤ ∥zm − zn∥ → 0 (m, n → ∞),

所以 { fzn }是共轭空间 X ′中的 Cauchy点列. 由 X ′的完备性,存在 f ∈ X ′使得

lim
n→∞

 fzn − f
 = 0.

令 z = F−1 f ,则

lim
n→∞

∥zn − z∥ = lim
n→∞

 fzn − f
 = 0,
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即 Cauchy点列 {zn}收敛于 z.

综上, X 是 Hilbert空间. □
� 练习 9.11 设 X 和 Y 为 Hilbert空间, A是 X 到 Y 中的有界线性算子, N(A)和 R(A)
分别表示算子 A的零空间和值域,证明

N(A) = R(A∗)⊥, N(A∗) = R(A)⊥,

R(A) = N(A∗)⊥, R(A∗) = N(A)⊥.

证明

(1)

x ∈ N(A)

⇔ Ax = 0 ∈ Y

⇔ 对任意y ∈ Y, ⟨Ax, y⟩ = 0

⇔ 对任意y ∈ Y, ⟨x, A∗y⟩ = 0

⇔ 对任意y ∈ Y, x⊥A∗y

⇔ x ∈ R(A∗)⊥.

所以 N(A) = R(A∗)⊥.

(2)

y ∈ N(A∗)

⇔ A∗y = 0 ∈ X

⇔ 对任意x ∈ X, ⟨x, A∗y⟩ = 0

⇔ 对任意x ∈ X, ⟨Ax, y⟩ = 0

⇔ 对任意x ∈ X, Ax⊥y

⇔ y ∈ R(A)⊥.

所以 N(A∗) = R(A)⊥.

(3)由于 A是 X 到 Y 的有界线性算子,则 R(A)是空间 Y 中的线性子空间, R(A)是空
间 Y 中包含 R(A)的最小闭子空间. 根据第 6题结论,

R(A) =
(
R (A)⊥

)⊥
.

根据本题结论 (2),就有

N(A∗)⊥ =
(
R(A)⊥

)⊥
= R(A).

(4)由于 A∗是 Y 到 X 的有界线性算子,则 R(A∗)是空间 X 中的线性子空间, R(A∗)是
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空间 X 中包含 R(A∗)的最小闭子空间. 根据第 6题结论,

R(A∗) =
(
R(A∗)⊥

)⊥
.

根据本题结论 (1),就有

N(A)⊥ =
(
R(A∗)⊥

)⊥
= R(A∗).

□
� 练习 9.12 设 T 是 Hilbert空间 X 中有界线性算子, ∥T ∥ ≤ 1,证明:

{x ∈ X | T∗x = x} = {x ∈ X | T x = x}.

证明 由于 ∥T ∥ ≤ 1,则 ∥T∗∥ = ∥T ∥ ≤ 1.

对任意 x ∈ {x ∈ X | T x = x},由 Cauchy-Schwartz不等式可得

∥x∥2 = ⟨x, x⟩ = ⟨T x, x⟩ = ⟨x,T∗x⟩

≤ ∥x∥ · ∥T∗x∥ ≤ ∥x∥2∥T∗∥ ≤ ∥x∥2,

因此, ∥x∥2 = ∥x∥ · ∥T∗x∥,从而

∥T∗x∥ = ∥x∥ = ∥T x∥,

进而

∥T∗x − x∥2

= ⟨T∗x − x,T∗x − x⟩

= ∥T∗x∥2 − ⟨T∗x, x⟩ − ⟨x,T∗x⟩ + ∥x∥2

= ∥T x∥2 − ⟨x,T x⟩ − ⟨T x, x⟩ + ∥x∥2

= ∥T x − x∥2 = 0,

即 x ∈ {x ∈ X | T∗x = x}.
由于 (T∗)∗ = T ,同理可证,对任意 x ∈ {x ∈ X | T∗x = x},都有 x ∈ {x ∈ X | T x = x}.
综上, {x ∈ X | T∗x = x} = {x ∈ X | T x = x}. □

� 练习 9.13 设 H 是 Hilbert空间, M 是 H 的闭子空间, x0 ∈ H,证明:

min{∥x − x0∥ | x ∈ M} = max{⟨x0, y⟩ | y ∈ M⊥, ∥y∥ = 1}.

证明 记

d = min{∥x − x0∥ | x ∈ M},
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d̄ = max{⟨x0, y⟩ | y ∈ M⊥, ∥y∥ = 1}.

Step 1. 由于 M 是 Hilbert空间 H 的闭子空间,根据投影定理,对 x0 ∈ H,存在唯一的

y0 ∈ M⊥以及唯一的 z0 ∈ M 使得

x0 = y0 + z0.

对任意 z ∈ M ,都有

∥z − x0∥2 = ∥z − (z0 + y0)∥2 = ∥z − z0∥2 + ∥y0∥2 ≤ ∥z0∥2,

并且当且仅当 z = z0 ∈ M 时,上述不等式中的等号成立. 由此可知, z0 ∈ M 是向量 x0在空

间 M 中的最佳逼近元,即

∥y0∥ = ∥x0 − z0∥ = d = min{∥x − x0∥ | x ∈ M}.

Step 2. 若 x0 ∈ M ,则 y0 = 0, z0 = x0,从而

d = 0 = d̄

若 x0 < M ,则 y0 , 0. 令 ỹ0 =
1

∥y0 ∥ y0,则 ỹ0 ∈ M⊥并且 ∥ ỹ0∥ = 1. 根据 Cauchy-Schwartz

不等式,对任意 y ∈ M⊥且 ∥y∥ = 1,都有

|⟨x0, y⟩| = |⟨z0, y⟩ + ⟨y0, y⟩| = |⟨y0, y⟩| ≤ ∥y0∥ · ∥y∥ = ∥y0∥ = d,

并且当且仅当 y与 y0线性相关时等号成立. 由于 ỹ0与 y0线性相关并且

⟨y0, ỹ0⟩ =
1

∥y0∥
∥y0∥2 = ∥y0∥ = d > 0,

所以

d̄ = max{⟨x0, y⟩ | y ∈ M⊥, ∥y∥ = 1} = ⟨y0, ỹ0⟩ = d.

综上, d = d̄. □
� 练习 9.14 设 H是复 Hilbert空间, M 是 H的闭子空间,则 M 为 H上某个非零连续

线性泛函的零空间的充要条件是 M⊥是一维子空间.

证明 由于 M 是 Hilber空间 H 中的闭子空间,根据投影定理,就有

H = M ⊕ M⊥.

(充分性）设 dim M⊥ = 1. 任取 x0 ∈ M⊥ \ {0},则

M⊥ = {t x0 | t ∈ C}.
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从而,对任意 x ∈ H,存在唯一的 z ∈ M 以及唯一的 t ∈ C使得

x = z + t x0.

于是,可以定义 H 上的泛函 f ,使得

f (x) = t∥x0∥, x ∈ H.

显然, f 是 H 上的非零线性泛函. 对任意 x ∈ H,有

| f (x)| = |t |∥x0∥ = ∥t x0∥ ≤ ∥x∥,

所以 f 还是 H 上的连续线性泛函.

对任意 x ∈ N( f ),有
0 = f (x) = t∥x0∥,

因此 t = 0, x = z + 0 x0 = z ∈ M . 另一方面,对任意 x ∈ M ,有

x = x + 0 x0,

从而 f (x) = 0 ∥x0∥ = 0,即 x ∈ N( f ).
综上, N( f ) = M .

(必要性)设 f 是一个非零连续线性泛函并且 N( f ) = M ,则存在 x0 ∈ X ,使得 f (x0) ,
0. 对于 x0,存在唯一的 z0 ∈ M 以及唯一的 y0 ∈ M⊥使得

x0 = z0 + y0.

由于 M = N( f ),则
0 , f (x0) = f (z0) + f (y0) = f (y0).

对任意 y ∈ M⊥,取

t =
f (y)
f (x0)

∈ C,

则 ty0 ∈ M⊥, ty0 − y ∈ M⊥. 另一方面,由于

f (ty0 − y) = t f (y0) − f (y) = f (y) − f (y) = 0,

所以 ty0 − y ∈ N( f ) = M . 因此

ty0 − y ∈ M ∩ M⊥ = {0},
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从而 y = ty0. 由于 y0 , 0(否则 f (y0) = 0),由 y ∈ M⊥的任意性可知

M⊥ = {ty0 | t ∈ C},

从而 dim M⊥ = 1. □
� 练习 9.15 设 T 为 Hilbert空间 X 上正常算子, T = A+ iB为 T 的笛卡尔分解,证明:

(1) ∥T ∥2 = ∥A2 + B2∥,
(2) ∥T2∥ = ∥T ∥2.

证明 (1)由于 T 为 Hilbert空间 X 上正常算子,则 A和存在 T 的共轭算子 T∗. 另一方面,

由于 T = A + iB为 T 的笛卡尔分解,则 A和 B为 X 上的自伴算子. 于是,对任意 x, y ∈ X ,

就有

⟨x,T∗y⟩ = ⟨T x, y⟩

= ⟨(A + iB)x, y⟩

= ⟨Ax + iBx, y⟩

= ⟨Ax, y⟩ + i⟨Bx, y⟩

= ⟨x, Ay⟩ − ⟨x, iBy⟩

= ⟨x, (A − iB)y⟩.

根据 x, y ∈ X 的任意性,就有 T∗ = A − iB. 从而

T∗T = (A − iB)(A + iB) = A2 + B2 = TT∗.

根据共轭算子的性质 (P262性质 4◦),就有

∥T ∥2 = ∥TT∗∥ =
A2 + B2 .

(2)由于 T 为正常算子,则对任意 x ∈ X ,有 ∥T x∥ = ∥T∗x∥,从而

∥T2x∥ = ∥T(T x)∥ = ∥T∗(T x)∥ =
(A2 + B2)x

 , ∀x ∈ X .

于是

∥T2∥ = sup
x∈X,
x,0

∥T2x∥
∥x∥ = sup

x∈X,
x,0

∥(A2 + B2)x∥
∥x∥ = ∥A2 + B2∥.

再根据 (1)的结论,就有 ∥T2∥ = ∥T ∥2. □
� 练习 9.16 证明: A 是实内积空间 X 上自伴算子时, A = 0 的充要条件为对所有

x ∈ X ,成立 ⟨Ax, x⟩ = 0.

证明 必要性是显然的,下证充分性.
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对任意 x, y ∈ X ,根据条件,有

0 = ⟨A(x + y), x + y⟩ − ⟨A(x − y), x − y⟩

= (⟨Ax, x⟩ + ⟨Ax, y⟩ + ⟨Ay, x⟩ + ⟨Ay, y⟩)

− (⟨Ax, x⟩ − ⟨Ax, y⟩ − ⟨Ay, x⟩ + ⟨Ay, y⟩)

= 2⟨Ax, y⟩⟩ + 2⟨Ay, x⟩

= 4⟨Ax, y⟩,

所以

⟨Ax, y⟩ = 0, ∀x, y ∈ X .

根据 x, y ∈ X 的任意性,就有 A = 0. □
� 练习 9.17 设 U 是 Hilbert空间 L2[0, 2π]中如下定义的算子:

(U f )(t) = eit f (t), f ∈ L2[0, 2π],

证明 U 是酉算子.

证明 对任意 f ∈ L2[0, 2π],有

ˆ 2π

0
|(U f )(t)|2 dt

=

ˆ 2π

0

��eit f (t)
��2 dt

=

ˆ 2π

0
| f (t)|2 dt < +∞, (9.2.4)

所以 U f ∈ L2[0, 2π]. 算子 U : L2[0, 2π] → L2[0, 2π]显然是线性算子. 由(9.2.4)式可知 U

是有界线性算子并且 ∥U f ∥ = ∥ f ∥ (∀ f ∈ L2[0, 2π]),即 U 是保范算子.

下证 U 是满射.

任取 g ∈ L2[0, 2π],令 f (t) = e−itg(t), t ∈ [0, 2π],则

ˆ 2π

0
| f (t)|2 dt =

ˆ 2π

0

��e−itg(t)��2 dt =
ˆ 2π

0
|g(t)|2 dt < +∞.

根据算子 U 的定义,就有

(U f )(t) = eit f (t) = eite−itg(t) = g(t), ∀t ∈ [0, 2π],

于是 U f = g, U 是满射.

综上, U 是 Hilbert空间 L2[0, 2π]上的保范的满射,所以 U 是酉算子.

□
� 练习 9.18 设 Ω是平面上有界 L 可测集, L2(Ω)表示 Ω上关于平面 L 测度平方可
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积函数全体,对每个 f ∈ L2(Ω),定义

(T f )(z) = z f (z), z ∈ Ω,

证明 T 是正常算子.

证明 由于 Ω是平面 C上的有界 L可测集,则存在 r > 0,使得圆心在原点,半径为 r 的圆

盘 Sr ⊃ Ω,从而对任意 f ∈ L2(Ω),就有
ˆ
Ω

|(T f )(z)|2 dz =
ˆ
Ω

|z |2 | f (z)|2 dz ≤
ˆ
Ω

r2 | f (z)|2 dz = r2∥ f ∥2 < +∞, (9.2.5)

所以 T f ∈ L2[0, 2π]. 显然,算子 T : L2[0, 2π] → L2[0, 2π]是线性算子. 由(9.2.5)式可知 T

还是有界线性算子.

由于 L2(Ω)是 Hilbert空间,所以 T 存在唯一的共轭算子 T∗. 对任意 f , g ∈ L2[0, 2π],
有

⟨ f ,T∗g⟩ = ⟨T f , g⟩

=

ˆ
Ω

(T f )(z)g(z) dz

=

ˆ
Ω

z f (z)g(z) dz

=

ˆ
Ω

f (z)zg(z) dz

= ⟨ f , Ag⟩,

其中

(Ag)(z) = zg(z), z ∈ Ω.

根据 f , g ∈ L2[0, 2π]的任意性,就有 T∗ = A,即

(T∗ f )(z) = z f (z), z ∈ Ω, f ∈ L2[0, 2π].

对任意 f ∈ L2[0, 2π],有

∥T f ∥2 =

ˆ
Ω

|z f (z)|2 dz =
ˆ
Ω

|z |2 | f (z)|2 dz =
ˆ
Ω

|z f (z)|2 dz = ∥T∗ f ∥2,

所以 T 是正常算子.

□



第 10章 Banach空间中的基本定理

10.1 教学计划

本章两大主线: Hahn-Banach延拓定理, Baire纲定理.
Hahn-Banach延拓定理
实线性空间上实线性泛函的 Hahn-Banach 延拓定理, 复线性空间上复线性
泛函的 Hahn-Banach延拓定理. 这两个定理不涉及拓扑结构 (范数、连续性
等). 证明主要用 Zorn引理.
赋范线性空间上连续线性泛函的 Hahn-Banach延拓定理及证明,
以及该定理的重要推论及证明: p276定理 4,推论, p296习题 2.
以 Hahn-Banach延拓定理为工具,导出以下内容:

1. C[a, b] 的共轭空间的 Riesz 表示定理: (C[a, b])′ 与有界变差函数空间
BV[a, b]的子空间同构.

2. 赋范空间上的算子的共轭算子. 利用 Hahn-Banach 延拓定理可证明共
轭算子的存在唯一性.

Baire纲定理
疏朗集的定义及其等价形式. 第一纲集和第二纲集. Baire纲定理.
由 Baire纲定理导出以下内容:

1. 一致有界性定理 (亦称共鸣定理). 可概括为: 逐点 (pointwise)有界的有
界线性算子列一定一致 (uniformly)有界. 注意该定理中对赋范空间的
完备性要求: X 是 Bananch空间, Y 是一般的赋范空间.

2. 强收敛、弱收敛和弱 ∗收敛. 赋范线性空间 X 和它的二次共轭空间 X′′

的某个子空间等距同构, 在这个意义下, 可以将 x ∈ X 作为 X′ 上的一

个有界线性泛函. 如果进一步有 X � X′′,则称 X 为自反空间. 算子列
的一致收敛、强收敛和弱收敛.
算子列强收敛的充要条件 (有的教材也成为 Banach-Steinhaus定理).

3. 开映射定理和逆算子定理. 范数的等价性定理.
4. 图像和闭算子的定义. 无界的闭算子的典型例子: 微分算子.
闭图像定理及其证明. 教材的证明中用到了逆算子定理. 利用闭图像
定理也可以证明逆算子定理 (p297第 19题).
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10.2 习题

� 练习 10.1 设 X是赋范线性空间, x1, x2, · · · , xk是 X中 k个线性无关向量,α1, α2, · · · , αk

是一组数,证明: 在 X 上存在满足下列两条件:
(1) f (xν) = αν, ν = 1, 2, · · · , k,
(2) ∥ f ∥ ≤ M 的线性泛函 f 的充要条件为: 对任何数 t1, t2, · · · , tk ,����� k∑

ν=1
tναν

����� ≤ M

 k∑
ν=1

tνxν


都成立.

证明 由于 x1, x2, · · · , xk 在 X 中线性无关,令

X0 = span{x1, x2, · · · , xk},

则 X0 是 X 的 k 维线性子空间. 对任意 x ∈ X0, 在数域 F 中存在唯一的一组 k 元数组

{t1, t2, · · · , tk} ⊂ F,使得

x =
k∑

ν=1
tνxν .

(充分性)设对任意 t1, t2, · · · , tk ∈ F,都有����� k∑
ν=1

tναν

����� ≤ M

 k∑
ν=1

tνxν

 .
定义 X0上的泛函 f0 : X0 → F,使得对任意

x =
k∑

ν=1
tνxν ∈ X0,

都有

f0(x) =
k∑

ν=1
tναν .

显然 f0是 X0上的线性泛函并且任意 x ∈ X0都有

| f0(x)| =
����� k∑
ν=1

tναν

����� ≤ M

 k∑
ν=1

tνxν

 = M ∥x∥,

所以 f0还是 X0上的有界线性泛函,并且满足

f0(xν) = αν, ν = 1, 2, · · · , k,

∥ f0∥ ≤ M .
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由 Hahn-Banach延拓定理,存在 X 上的有界线性泛函 f 使得

(1) 对任意 x ∈ X0,都有 f (x) = f0(x),从而

f (xν) = f0(xν) = αν, ν = 1, 2, · · · , k .

(2) ∥ f ∥ = ∥ f0∥ ≤ M .

充分性得证.

(必要性)设存在 X 上的有界线性泛函 f 使得

(1) 对任意 x ∈ X0,都有

f (xν) = αν, ν = 1, 2, · · · , k .

(2) ∥ f ∥ ≤ M .

则对任意 t1, t2, · · · , tk ∈ F,由 f 的线性和有界性就有����� k∑
ν=1

tναν

����� =
����� k∑
ν=1

tν f (xν)
����� =

����� f
(

k∑
ν=1

tνxν

)����� ≤ ∥ f ∥ ·
 k∑
ν=1

tνxν

 ≤ M

 k∑
ν=1

tνxν

 .
必要性得证. □

� 练习 10.2 设 X 是赋范线性空间, Z 是 X 的线性子空间, x0 ∈ X ,又 d(x0, Z) > 0,证
明存在 f ∈ X′,满足条件:

1◦ 当 x ∈ Z 时, f (x) = 0;
2◦ f (x0) = d(x0, Z);
3◦ ∥ f ∥ = 1.

证明 令

X0 = Z + {t x0 | t ∈ F}.

对任意 x ∈ X0,总存在唯一 z ∈ Z 以及唯一的 t ∈ F使得

x = z + t x0.

若由此可以定义 X0上的泛函 f0 : X0 → F,使得对任意 x = z + t x0 ∈ X0,都有

f0(x) = f0(z + t x0) = td(x0, Z).

显然, f0是子空间 X0上的线性泛函. 对 x = z + t x0 ∈ X0,若 t = 0,则

f (x) = 0 d(x0, Z) = 0 ≤ ∥x∥;

若 t , 0,则

∥x∥ = ∥z + t x0∥ = |t | ·
x0 −

1
−t

z
 ≥ |t |d(x0, Z) = | f0(x)|.
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所以 f0是子空间 X0上的有界线性泛函,并且 ∥ f0∥ ≤ 1.

由 Hahn-Banach延拓定理,存在空间 X 上的有界线性泛函 f : X → F,使得
(1) 对任意 x ∈ X0,有 f (x) = f0(x);
(2) ∥ f ∥ = ∥ f0∥ ≤ 1.

显然

f (x0) = f0(x0) = f0(0 + x0) = d(x0, Z).

对任意 x ∈ Z ,由于 x = x + 0 x0,则

f (x) = f0(x) = 0 d(x0, Z) = 0.

下证 ∥ f ∥ = 1.

由于

d(x0, Z) = inf
z∈Z

∥x0 − z∥,

则对任意 n ∈ N+,存在 zn ∈ Z 使得

d(x0, Z) ≤ ∥x0 − zn∥ < d(x0, Z) +
1
n
,

从而

| f (x0)| = | f (zn − z0)| ≤ ∥ f ∥ · ∥zn − x0∥ < ∥ f ∥ ·
(
d(x0, Z) +

1
n

)
.

在上式两端令 n → ∞,得

| f (x0)| ≤ ∥ f ∥ · d(x0, Z) = ∥ f ∥ · | f (x0)|.

综上, ∥ f ∥ = 1. □
� 练习 10.3 证明: 无限维赋范线性空间的共轭空间也是无限维的.

证明 Step 1. 命题: 设 X 是有限维赋范线性空间,则其共轭空间 X ′也是有限维赋范线性

空间,并且

dim X = dim X ′.

事实上,设 dim X = n,

S = {x1, x2, · · · , xn}

是 X 的一组基. 对任意 k ∈ {1, 2, · · · , n},令

Xk = span {x1, x2, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn} = span (S \ {xk}) ,

则 Xk 是 X 的有限维子空间,从而完备. 由于 X 也是有限维赋范线性空间,所以是 Banach
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空间,从而 Xk 是 X 的闭子空间. 由于 xk < Xk ,则

d(xk, Xk) > 0.

根据 Hahn-Banach延拓定理 (本章习题第 2题),存在 X 上的有界线性泛函 fk 使得

(i) 对任意 x ∈ Xk ,有 fk(x) = 0;

(ii) fk(xk) = 1 > 0.

下证 { f1, f2, · · · , fn}是 X ′中的一组基.

设存在 α1, α2, · · · , αn ∈ F使得

n∑
k=1

αk fk = 0 ∈ X ′.

对任意 k, l ∈ {1, 2, · · · , n}并且 k , l,有 xk < Xl,从而 fl(xk) = 0,

0 = (α1 f1 + · · · + αn fn) (xk) = αk fk(xk),

于是得到

αk = 0, k = 1, 2, · · · , n.

因此 { f1, f2, · · · , fn}是 X ′中的线性无关组. 对任意 x ∈ X = spanS,存在

β1, β2, · · · , βn ∈ F

使得

x =
n∑

k=1

βk xk .

用泛函 fl 作用在上式两端,得

fl(x) = βl, l = 1, 2, · · · , n,

从而

x =
n∑

k=1

βk xk =
n∑

k=1

fk(x)xk .

对任意 f ∈ X ′,就有

f (x) = f

(
n∑

k=1

fk(x)xk

)
=

n∑
k=1

fk(x) f (xk) =
(

n∑
k=1

f (xk) fk

)
(x), ∀x ∈ X,

从而

f =
n∑

k=1

f (xk) fk,
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这表明 { f1, f2, · · · , fn}是 X ′中的一组基.

Step 2. 设 X 是无限维赋范线性空间,下证其共轭空间 X ′也是无限维赋范线性空间.

反证法,假设 dim X ′ = n. 根据 Step 1, X ′′也是有限维赋范线性空间,并且

dim X ′′ = dim X ′ = n.

另一方面,由于 X 是无限维赋范线性空间,则存在 X 中的可数线性无关子集

S = {xn}∞n=1.

由于 X 与 X ′′的某个子空间同构,准确地讲,存在有界线性算子

ϕ : X −→ X ′′

x 7→ Fx

使得

(i) ∥x∥ = ∥ϕ(x)∥ = ∥Fx ∥;
(ii) 对任意 f ∈ X ′,有 Fx( f ) = f (x).
下证 {Fxn }∞n=1是 X ′′中的线性无关子集.

任取 {Fxn }∞n=1的一组有限子集,不妨记为

Fxk , , k = 1, 2, · · · ,K .

若存在 α1, α2, · · · , αK ∈ F使得

K∑
k=1

αkFxk = 0 ∈ X ′′,

则对任意 f ∈ X ′,有

0 =
K∑
k=1

αkFxk ( f ) =
K∑
k=1

αk f (xk) = f

(
K∑
k=1

αk xk

)
.

由 f 的任意性可知
K∑
k=1

αk xk = 0,

再由 {xk}是线性无关组可得
α1 = α2 = · · · αK = 0.

所以
{
Fxk

}K
k=1 是线性无关组,从而 {Fxn }∞n=1 是 X ′′中的线性无关子集,这表明 X ′′是无穷
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维赋范线性空间,这与

dim X ′′ = n

矛盾. □
� 练习 10.4 证明 Banach空间 X 自反的充要条件是 X′自反.

证明 Step 1. 在 X 和 X ′′的某个子空间之间可以建立同构映射 (称为自然嵌入映射)

J0 : X −→ X ′′

x 7→ F

使得对任意 f ∈ X ′都有

f (x) = F( f ) = (J0x)( f ). (1)

同样,在 X ′和 (X ′)′′的某个子空间之间可以建立同构映射

J1 : X −→ (X ′)′′

f 7→ F

使得对任意 F ∈ X ′′都有

F( f ) = F (F) = (J1 f )(F). (2)

空间 X 自反当且仅当 J0是满射, X ′自反当且仅当 J1是满射.

Step 2. (必要性)设 X 自反,即 J0是满射,下证 J1是满射.

对任意F ∈ (X ′)′′,可以定义空间 X 上的泛函 f 使得

f (x) = F (J0x). (3)

显然 f 是线性泛函,并且

| f (x)| = |F (J0x)| ≤ ∥F ∥ · ∥J0∥ · ∥x∥,

所以 f ∈ X ′.对任意 F ∈ X ′′,存在唯一的 x ∈ X 使得 J0x = F,从而

F (F) = F (J0x)
(3)
= f (x)
(1)
= F( f )
(2)
= (J1 f )(F).

由 F 的任意性可知 J1 f = F ,所以 J1是满射,从而 X ′自反.

Step 3. (充分性)设 X ′自反,即 J1是满射,下证 J0是满射.
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反证法,假设存在 F0 ∈ X ′′ \ J0X ,显然 F , 0 ∈ X ′′. 由与 X 是 Banach空间, J0 是等

距算子,则 J0(X)是 X ′′的完备子空间. 由于 X ′′是 Banach空间,则 J0(X)是 X ′′的闭子空

间,从而

d(F0, J0(X)) > 0.

根据 Hahn-Banach延拓定理,存在F ∈ (X ′′)′ = (X ′)′′使得
(i) 对任意 F ∈ J0(X),有F (F) = 0;

(ii) F (F0) > 0.

由于 X ′ 自反, 则存在 f ∈ X ′ 使得 J1 f = F , 特别地, ∥ f ∥ = ∥F ∥ > 0. 另一方面, 对任意

x ∈ X ,

f (x) (1)
= (J0x)( f )
(2)
= (J1 f )(J0x)

= F (J0x)
(i)
= 0,

矛盾. 从而 J0是满射, X 自反. □
� 练习 10.5 设 α0, α1, · · · , αn, · · · 是一列数, 证明存在 [a, b]上有界变差函数 g(t), 使´ b

a tn dg(t) = αn, n = 1, 2, · · · 成立的充要条件为对一切多项式

p(t) =
n∑
ν=0

cνtν,

满足 ����� n∑
ν=0

cναν

����� ≤ M · max
a≤t≤b

|p(t)|,

其中 M 为常数.

� 练习 10.6 设 T 为 lp (p ≥ 1)中单向移位算子,即若 x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ) ∈ lp,则
T x = y = (0, ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ),求 T×.

证明 由于 p ≥ 1,令

q =


p
p−1, 当p > 1,

∞, 当p = 1,

则存在同构映射

ϕ (lp)′ −→ lq

f 7→ x̃ = (η1, η2, · · · )
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使得对任意 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp,有

f (x) =
∞∑
i=1
ξiηi,

从而

(T× f )(x) = f (T x) = f ((0, ξ1, ξ2, · · · )) =
∞∑
i=1
ξiηi+1.

令 ỹ = (η2, η3, · · · ) ∈ lq,由上式可知

ϕ(T× f ) = ỹ,

从而对任意 x̃ = (η1, η2, · · · ) ∈ lq,有(
ϕ ◦ T× ◦ ϕ−1

)
(x̃) = ỹ = (η2, η3, · · · ).

由于 ϕ是等距同构映射,在等距同构意义下,可将算子 T×视为

T× : lq −→ lq,

x̃ = (η1, η2, η3, · · · ) 7→ ỹ = (η2, η3, · · · ).

□
� 练习 10.7 举例说明一致有界性定理中空间 X 完备的条件不能去掉.

� 练习 10.8 证明: 在完备度量空间 X 中存在闭球套定理,即若

Sν = {x | d(x, xν) ≤ εν}, ν = 1, 2, · · · ,

且 S1 ⊃ S2 ⊃ · · · ⊃ Sn ⊃ ·, εν → 0 (ν → ∞),则存在唯一的 x ∈ ∩∞
ν=1 Sν;反之,若在

度量空间 X 中存在闭球套定理,则 X 是完备度量空间.

证明 Part 1. 设 X 是完备度量空间,

Sν = {x | d(x, xν) ≤ ϵν}, ν = 1, 2, · · · ,

并且 S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sn ⊂ · · · , ϵν → 0 (ν → ∞). 下证存在唯一的 x0 ∈ ∩∞
ν=1Sν.

(存在性)对任意 ν ∈ N+以及任意的 n ∈ N+且 n ≥ ν,由于 Sn ⊂ Sν,则 xn ∈ Sν,即

d(xn, xν) ≤ ϵν, ∀ν ∈ N+, ∀n ≥ ν. (1)

由于 lim
ν→∞
ϵν = 0,在 (1)式中令 n, ν → ∞,得

lim
n,ν→∞

d(xn, xν) = 0,
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所以 {xν}是完备度量空间 X 中的 Cauchy点列,从而存在 x0 ∈ X 使得

lim
n→∞

xn = x0.

由于距离 d(x, y)是连续映射,在 (1)式中固定 ν ∈ N+并令 n → ∞可得

d(x0, xν) = d
(

lim
n→∞

xn, xν
)
= lim

n→∞
d(xn, xν) ≤ ϵν, ∀ν ∈ N+.

所以

x0 ∈ Sν, ∀ν ∈ N+,

从而 x0 ∈ ∩∞
ν=1Sν.

(唯一性)若存在 x̄ ∈ ∩∞
ν=1Sν,则对任意 ν ∈ N+,同时成立

x0 ∈ Sν, x̄ ∈ Sν,

即

d(x0, xν) ≤ ϵν, d(x̄, xν) ≤ ϵν,

所以

d(x0, x̄) ≤ d(x0, xν) + d(x̄, xν) ≤ 2ϵν .

在上式中令 ν →]∞得 d(x0, x̄) = 0,因此 x0 = x̄.

Part 2. 设在度量空间 X 中闭球套定理成立. 任取 X 中的一列 Cauchy点列 {xn},下证
{xn}收敛.

由于 {xn}是 Cauchy点列,则对任意 n ∈ N+,存在正整数 Nn,使得对任意 p ∈ N+,都
有

d
(
xNn+p, xNn

)
≤ 1

2n+1 .

令

Sn =
{

x
��� d

(
x, xNn

)
≤ 1

2n

}
,

则对任意 x ∈ Sn+1,有

d
(
x, xNn

)
≤ d

(
x, xNn+1

)
+ d

(
xNn, xNn+1

)
≤ 1

2n+1 +
1

2n+1

=
1
2n
,

即 x ∈ Sn,从而

S1 ⊂ S2 ⊂ · · · ⊂ Sn ⊂ · · · .
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由于 limn→∞
1

2n = 0,则由闭球套定理,存在唯一的 x0 ∈ X 使得

d
(
x0, xNn

)
≤ 1

2n
,

所以 lim
n→∞

xNn = x0. 由于 {xNn }是 Cauchy点列 {xn}的子列,则

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xNn = x0.

综上, X 是完备度量空间. □
� 练习 10.9 设 y = (η1, η2, · · · , ηn, · · · )是一列复数,若对任何

x = (ξ1, ξ2, · · · , ξn, · · · ) ∈ C0,

级数
∞∑

j=1
ξ jη j 都收敛,证明: y ∈ l1,其中 C0的定义见第八章习题 9.

证明 设 y = (η1, η2, · · · , ηn, · · · ),其中 ηn ∈ C, N+.

Step 1. 对任意 n ∈ N+,定义 C0上的泛函

fn(x) =
∞∑
i=1
ξiηi, x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ C0.

显然 fn 是 C0上的线性泛函. 对任意 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ C0,有

∥x∥ = sup
i

|ξi |,

从而

| fn(x)| =
����� n∑
i=1
ξiηi

�����
≤ sup

i
|ξi |

����� n∑
i=1
ηi

�����
≤ ∥x∥ ·

n∑
i=1

|ηi |.

所以 fn 是 C0上的有界线性泛函,并且

∥ fn∥ ≤
n∑
i=1

|ηi |.

Step 2. 下证

∥ fn∥ =
n∑
i=1

|ηi |.
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令

θi =


ηi

|ηi | , 当ηi , 0,

0, 当ηi = 0,
i ∈ N+,

xn = (θ1, θ2, · · · , θn, 0, 0, · · · ), n ∈ N+,

则

θiηi = |ηi |,

xn ∈ C0, ∀n ∈ N+; ∥xn∥ = sup
1≤i≤n

|θi | ≤ 1.

因此

∥ fn∥ = sup
∥x ∥≤1

| fn(x)| ≥ | fn(xn)| =
����� n∑
i=1
θiηi

����� = n∑
i=1

|ηi |.

综上,

∥ fn∥ =
n∑
i=1

|ηi |.

Step 3. 对任意 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ C0,由条件可知
∑∞

i=1 ξiηi 收敛,从而

∞∑
i=1
ξiηi = lim

n→∞

n∑
i=1
ξiηi = lim

n→∞
fn(x),

数列 { fn}∞n=1收敛,从而是有界数列. 根据一致有界性定理,存在 M > 0使得

n∑
i=1

|ηi | = ∥ fn∥ ≤ M, ∀n ∈ N+,

从而
∑∞

i=1 |ηi |收敛,即 y ∈ l1. □
� 练习 10.10 设 f (t) 是 [a, b] 上的 L 可测函数, p ≥ 1, 若对一切 g ∈ Lp[a, b], 函数

f (t)g(t)都在 [a, b]上 L 可积,则 f ∈ Lq[a, b],其中 1
p +

1
q = 1.

� 练习 10.11 证明 Gelfand引理: 设 X是 Banach空间, p(x)是 X上的泛函,满足条件:
1◦ p(x) ≥ 0;
2◦ α ≥ 0时, p(αx) = αp(x);
3◦ p(x1 + x2) ≤ p(x1) + p(x2);
4◦ 当 x ∈ X , xn → x时, lim

n→∞
p(xn) ≥ p(x).

证明必有 M > 0,使对一切 x ∈ X ,成立 p(x) ≤ M ∥x∥.

� 练习 10.12 设 X 是 Banach空间, Y 是赋范线性空间, {Tn}是 X 到 Y 的一列有界线

性算子. 若对任何 x ∈ X , {Tnx}都收敛,令

T x = lim
n→∞

Tnx.
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证明: T 是 X 到 Y 中的有界线性算子并且 ∥T ∥ ≤ lim
n→∞

∥Tn∥.

证明 Step1. 任取 x, y ∈ X , α, β ∈ F. 由于 Tn 都是有界线性算子,则

Tn(αx + βy) = αTnx + βTny,

从而

T((αx + βy) = lim
n→∞

Tn(αx + βy) = lim
n→∞

(αTnx + βTny) = αT x + βT y.

所以 T 是线性算子.

Step2. 对任意 x ∈ X ,由于 {Tnx}在 Y 中收敛,从而在 Y 中有界. 由一致有界性定理,

存在 C > 0,使得

∥Tn∥ ≤ C, ∀n ∈ N+.

根据范数的连续性就有

∥T x∥ =
 lim
n→∞

Tnx
 = lim

n→∞
∥Tnx∥ ≤ C∥x∥,

所以 T 是有界线性算子.

Step3. 由于 {∥Tn∥}是有界数列,则 lim
n→∞

∥Tn∥存在. 又因为对任意 x ∈ X ,都有

∥Tnx∥ ≤ ∥Tn∥ · ∥x∥, ∀n ∈ N+,

则

∥T x∥ = lim
n→∞

∥Tnx∥ = lim
n→∞

∥Tnx∥ ≤
(

lim
n→∞

∥Tn∥
)
· ∥x∥.

所以 ∥T ∥ ≤ lim
n→∞

∥Tn∥. □

� 练习 10.13 设 X 为可分 Banach空间, M 是 X′中有界集,证明 M 中每个点列含有

一个弱 *收敛子列.
�
注意 事实上, X 为可分赋范线性空间即可.
证明 由于 X 可分, 则存在可数稠密子集 D = {xk}∞k=1. 由于 M 在 X ′ 中有界, 则存在

C > 0,使得

∥ f ∥ ≤ C, ∀ f ∈ M .

Step1. (对角线技巧)任取 M 的一列子列 { fn}∞n=1.

对于 x1,由于 | fn(x1)| ≤ ∥ fn∥ · ∥x1∥ ≤ C∥x1∥ (∀n ∈ N+),则存在子列 { f 1
n } ⊂ { fn},使

得数列 { f 1
n (x1)}收敛.

对于 x2,由于
�� f 1
n (x2)

�� ≤ ∥ f 1
n ∥ · ∥x2∥ ≤ C∥x2∥ (∀n ∈ N+),则存在子列 { f 2

n } ⊂ { f 1
n },使

得数列 { f 2
n (x2)}收敛.

· · ·
对于 xk ,由于

�� f k−n (xk)
�� ≤ ∥ f k−1

n ∥·∥xk ∥ ≤ C∥xk ∥ (∀n ∈ N+),则存在子列 { f kn } ⊂ { f k−1
n },
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使得数列 { f kn (xk)}收敛.

· · ·
一直做下去, 最终得到 { fn} 的子列 { f mn }∞

m,n=1, 取其对角线元素 { f nn }∞n=1, 则对任意

k ∈ N+,数列 { f nn (xk)}∞n=1都收敛.

Step2. ( 1
3 − ε技巧)由于 D = {xk})k = 1∞在 X中稠密,则对任意 x ∈ X ,对任意 ε > 0,

存在 k ∈ N+使得
∥x − xk ∥ <

1
3C
ε.

由 Step1的结果,数列 { f nn (xk)}∞n=1收敛,从而是 Cauchy数列,对上述 ε > 0,存在正整数 N ,

使得对任意 m, n > N ,有 �� f mm (xk) − f nn (xk)
�� < 1

3
ε.

于是, �� f mm (x) − f nn (x)
��

≤
�� f mm (x) − f mm (xk)

�� + �� f mm (xk) − f nn (xk)
�� + �� f nn (xk) − f nn (x)

��
<

(
∥ f mm ∥ + ∥ f nn ∥

)
∥x − xk ∥ +

1
3
ε

< ε.

所以 { f nn (x)}是 Cauchy数列,从而收敛.

对任意 x ∈ X ,定义 f (x) = lim
n→∞

f nn (x),可证 f ∈ X ′ (参考第 12题).

综上, { fn}存在子列 { f nn },使得

f nn (x) → f (x) (n → ∞), ∀x ∈ X .

所以 { f nn }弱 *收敛于 f .

□
� 练习 10.14 证明: 空间 C[a, b]中点列 {xn}弱收敛于 x0的充要条件是存在常数 M ,
使得 ∥xn∥ ≤ M , n = 1, 2, · · · ,并且对任何 t ∈ [a, b],成立 lim

n→∞
xn(t) = x0(t).

证明 (必要性)设 xn ⇀ x0 (n → ∞). 对任意 x ∈ C[a, b],存在唯一的 Fx ∈ (C[a, b])′′使得
(i) ∥x∥ = ∥Fx ∥,
(ii) 对任意 f ∈ (C[a, b])′,都有 Fx( f ) = f (x).
从而,根据条件可得

lim
n→∞

Fxn ( f ) = lim
n→∞

f (xn) = f (x0) = Fx0( f ),

所以 {Fxn ( f )}是收敛数列,从而是有界数列. 根据一致有界性定理,存在 M > 0使得

∥xn∥ = ∥Fxn ∥ ≤ M, ∀n ∈ N+.
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另一方面,对任意 t ∈ [a, b],可定义 C[a, b]上的泛函 ft ,使得

ft (x) = x(t), x ∈ C[a, b].

显然 ft 是线性泛函,并且

| ft (x)| = |x(t)| ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)| = ∥x∥,

所以 ft ∈ (C[a, b])′. 再由 xn ⇀ x0可得

lim
n→∞

ft (xn) = ft (x),

即

lim
n→∞

xn(t) = x(t).

(充分性)设 {xn} ⊂ C[a, b]满足 ∥xn∥ ≤ M , ∀n ∈ N+并且

lim
n→∞

xn(t) = x0(t), ∀t ∈ [a, b].

对任意 f ∈ (C[a, b])′,存在唯一的 g ∈ BV[a, b]使得 ∥ f ∥ = ∥g∥BV 并且

f (x) =
ˆ b

a

x(t) dg(t), x ∈ C[a, b].

则利用控制收敛定理,就有

f (x0) =
ˆ b

a

x0(t) dg(t) =
ˆ b

a

(
lim
n→∞

xn(t)
)

dg(t) = lim
n→∞

ˆ b

a

xn(t) dg(t) = lim
n→∞

f (xn),

从而 xn ⇀ x0 (n → ∞). □
� 练习 10.15 设 X 是赋范线性空间, M 是 X 的闭子空间,若 M 中有点列 {xn}弱收敛
于 x ∈ x0,那么必有 x0 ∈ M .

证明 反证法. 假设 x0 ∈ M . 由于 M 是 X 中的闭子空间,则

d(x0,M) > 0.

从而,由 Hahn-Banach延拓定理 (本章习题第 2题),存在 X 上的有界线性泛函 f ,使得

(i) 对任意 x ∈ M ,有 f (x) = 0.

(ii) f (x0) = d(x0,M) > 0.

由于 {xn} ⊂ M 并且 xn ⇀ x0 (n → ∞),则

f (x0) = lim
n→∞

f (xn) = 0,
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这与上面的结论 (ii)矛盾. 所以 x0 ∈ M . □
� 练习 10.16 证明: lp (p > 1) 中点列 xn =

(
ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , · · ·

)
, n = 1, 2, · · · , 弱收敛于

x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp的充要条件为 sup
n

∥xn∥ < ∞,并且对每个 k, lim
n→∞
ξ
(n)
k = ξk .

证明 (必要性)设 xn ⇀ x0 (n → ∞). 对任意 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp,存在唯一的 Fx ∈ (lp)′′

使得

(i) ∥x∥ = ∥Fx ∥,
(ii) 对任意 f ∈ (lp)′,都有 Fx( f ) = f (x).
从而,根据条件可得

lim
n→∞

Fxn ( f ) = lim
n→∞

f (xn) = f (x0) = Fx0( f ),

所以 {Fxn ( f )}是收敛数列,从而是有界数列. 根据一致有界性定理,就有

sup
n

∥xn∥ = sup
n

∥Fxn ∥ < ∞.

另一方面,对任意 k ∈ N+,可定义 lp 上的泛函 fk ,使得

fk(x) = ξk, x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp .

显然 fk 是线性泛函,并且

| fk(x)| = |ξk | ≤
( ∞∑
i=1

|ξn |p
) 1

p

= ∥x∥,

所以 fk ∈ (lp)′. 再由 xn ⇀ x0可得

lim
n→∞

fk(xn) = fk(x),

即

lim
n→∞
ξ
(n)
k
= ξk .

(充分性)设 {xn} ⊂ lp, xn =
(
ξ
(n)
1 , ξ

(n)
2 , · · ·

)
满足

∥xn∥ =
( ∞∑
k=1

���ξ(n)k

���p) 1
p

≤ M, ∀n ∈ N+

并且

lim
n→∞
ξ
(n)
k
= ξk, ∀k ∈ N+,
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则对任意 r ∈ N+,都有

r∑
k=1

|ξk |p = lim
n→∞

r∑
k=1

���ξ(n)k

���p ≤ lim sup
n→∞

∥xn∥ ≤ M,

所以 x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp 并且 ∥x∥ ≤ M .下证

xn ⇀ x0 ∈ lp (n → ∞).

对任意 f ∈ (lp)′,存在唯一的 y = (η1, η2, · · · ) ∈ lq,其中 q = p
p−1 ,使得 ∥ f ∥ = ∥y∥q 并

且

f (x) =
∞∑
i=1
ξηi, x = (ξ1, ξ2, · · · ) ∈ lp .

另一方面,对任意 ϵ > 0,存在 k0 ∈ N+使得

∞∑
k=k0+1

|ηk |q ≤ ϵ

4M
.

由于

lim
n→∞
ξ
(n)
k
= ξk, ∀k ∈ N+,

则对上述 k0,存在 N ∈ N+使得对任意 n ≥ N ,都有

k0∑
k=1

��ξnk − ξk
�� |ηk | ≤ ϵ2,

从而

| f (xn) − f (x)|

=

����� ∞∑
k=1

(
ξ
(n)
k

− ξk
)
ηk

�����
≤

∞∑
k=1

��ξnk − ξk
�� |ηk |

=

k0∑
k=1

��ξnk − ξk
�� |ηk | + ∞∑

k=k0+1

��ξnk − ξk
�� |ηk |

≤ ϵ

2
+

∞∑
k=k0+1

��ξnk �� |ηk | + ∞∑
k=k0+1

|ξk | |ηk |

≤ ϵ

2
+

©«
∞∑

k=k0+1

��ξnk ��pª®¬
1
p ©«

∞∑
k=k0+1

|ηk |q
ª®¬

1
q

+
©«

∞∑
k=k0+1

|ξk |p
ª®¬

1
p ©«

∞∑
k=k0+1

|ηk |q
ª®¬

1
q

≤ ϵ

2
+

(
∥xn∥p + ∥x∥p

) ©«
∞∑

k=k0+1

|ηk |q
ª®¬

1
q
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≤ ϵ

2
+
ϵ

2
= ϵ,

所以 lim
n→∞

f (xn) = f (x),即
xn ⇀ x0 ∈ lp (n → ∞).

□
� 练习 10.17 设 X 是线性空间, ∥x∥1 和 ∥x∥2 是 X 上两个范数,若 X 按 ∥x∥1 及 ∥x∥2

都完备, 并且由点列 {xn} 按 ∥x∥1 收敛于 0, 必有按 ∥x∥2 也收敛于 0, 证明存在正
数 a和 b,使

a∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ b∥x∥1.

证明 记 I : (X, ∥ · ∥1) → (X, ∥ · ∥2)为赋范空间 (X, ∥ · ∥1)到 (X, ∥ · ∥2)的恒等算子. 显然 I

是线性算子,同时也是一一映射.

设 {xn} ⊂ X , x ∈ X 并且 ∥xn − x∥1 → 0 (n → ∞),令 yn = xn − x,则 {yn}按范数 ∥ · ∥1

收敛于 0. 由条件可知,

∥I xn − I x∥2 = ∥xn − x∥2 = ∥yn∥2 → 0 (n → ∞).

所以 I 是连续线性子,从而也是有界线性算子,存在常数 b > 0,使得

∥x∥2 = ∥I x∥2 ≤ b∥x∥1, ∀x ∈ X .

令一方面,由于 (X, ∥ · ∥1)和 (X, ∥ · ∥2)都是 Banach空间,根据逆算子定理, I 的逆算子

I−1 : (X, ∥ · ∥2) → (X, ∥ · ∥1)也是有界线性算子,从而存在常数 a > 0,使得

∥x∥1 = ∥I−1x∥1 ≤ a∥x∥2, ∀x ∈ X .

综上,

a∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ b∥x∥1, ∀x ∈ X .

□
� 练习 10.18 设 T 是 Banach空间 X 到赋范线性空间 F 中的线性算子,令

Mn = {x | ∥T x∥ ≤ n∥x∥}, n = 1, 2, · · · ,

证明: 总有 Mn0 在 X 中稠密.

证明 对任意 n ∈ N+,都有 0 ∈ Mn. 对任意 x ∈ X \ {0},都存在 n ∈ N+使得

n ≥ ∥T x∥
∥x∥ .
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因此, X = ∪∞
n=1Mn. 由于 X 是 Banach空间,则 X 是第二纲集,从而存在 m ∈ N+,使得 Mm

不是疏朗集,即存在 x0 ∈ Mm以及 r > 0使得

B(x0, r) = {x | ∥x − x0∥ < r} ⊂ Mm.

注意到 M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ⊃ Mn ⊃ · · · ,则对任意 n ≥ m,都有

B(x0, r) ⊂ Mn.

下证,存在 n0 ≥ m使得 Mn0 = X ,即对任意 y ∈ X ,都存在 {zk} ⊂ Mn0 使得

y = lim
k→∞

zk .

当 y , 0时,总有

x0 −
r

2∥y∥ y ∈ B(x0, r), x0 +
r

2∥y∥ y ∈ B(x0, r).

由于

B(x0, r) ⊂ Mn, ∀n ≥ m,

则存在 {xk} ⊂ Mm, { x̃k} ⊂ Mm使得

lim
k→∞

xk = x0 −
r

2∥y∥ y, lim
k→∞

x̃k = x0 +
r

2∥y∥ y.

令 zk =
∥y ∥
r (x̃k − xk),则

lim
k→∞

zk = y.

由于 ∥ · ∥ 是 X 上的连续映射,则有

lim
k→∞

∥xk ∥ =
x0 −

r
2∥y∥ y

 ≤ ∥x0∥ +
r
2

<∥x0∥ + r,

lim
k→∞

∥ x̃k ∥ =
x0 +

r
2∥y∥ y

 ≤ ∥x0∥ +
r
2

<∥x0∥ + r,

lim
k→∞

∥zk ∥ = ∥y∥ > ∥y∥
2
> 0.

由极限的保号性,存在 K ∈ N+使得对任意 k > K ,都有

∥xk ∥ < ∥x0∥ + r, ∥ x̃k ∥ < ∥x0∥ + r, ∥zk ∥ >
∥y∥
2
,

从而

∥T zk ∥ =

T (
∥y∥
r

(x̃k − xk)
)
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=
∥y∥
r

∥T(x̃k − xk)∥

≤ ∥y∥
r

(∥T x̃k ∥ + ∥T xk ∥)

≤ m∥y∥
r

(∥ x̃k ∥ + ∥xk ∥)

<
2m(∥x0∥ + r)

r
∥y∥

<
4m(∥x0∥ + r)

r
∥zk ∥.

取 n0 =
[

4m(∥x0 ∥+r)
r

]
+ 1,此时 n0 与 y,{xk} 和 { x̃k} 的选取无关,并且 {zk}k>K ⊂ Mn0 满足

lim
k→∞

zk = y.

当 y = 0时,取 zk ≡ 0 ∈ Mn0 即可.

所以

Mn0 = X .

□
� 练习 10.19 用闭图像定理证明逆算子定理.

证明 设 X,Y 都是 Banach空间,算子 T ∈ B(X → Y )并且 T 是 X 到 Y 的一一映射,则逆

算子

T−1 : Y → X

存在并且也是线性算子. 下证 T−1 ∈ B(X → Y ).
逆算子 T−1的定义域 D(T−1) = Y 是闭集, T−1的图像为

G
(
T−1

)
=

{(
y,T−1y

)
| y ∈ Y

}
设 {yn} ⊂ Y 满足

yn → y ∈ Y (n → ∞), T−1yn → x ∈ X (n → ∞).

由于 T : X → Y 连续,则

T x = T
(

lim
n→∞

T−1yn

)
= lim

n→∞
T

(
T−1yn

)
= lim

n→∞
yn = y,

所以 y = T−1x,算子 T−1是闭线性算子. 根据闭图像定理,逆算子 T−1 ∈ B(X → Y ). □
� 练习 10.20 设 A及 B是定义在 Hilbert空间 X 上的两个线性算子,满足

⟨Ax, y⟩ = ⟨x, By⟩,

其中 x, y为 X 中任意向量,证明 A是有界算子.

证明 设 {xn} ⊂ X ,并且

xn → x (n → ∞),
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Axn → z (n → ∞).

下证 Ax = z,从而 A是闭算子.

对任意 y ∈ X ,由条件以及内积的连续性,就有

⟨Ax, y⟩

= ⟨x, By⟩

= lim
n→∞

⟨xn, By⟩

= lim
n→∞

⟨Axn, y⟩

= ⟨z, y⟩.

由 y ∈ X 的任意性可知 Ax = z. 所以 A是闭算子.

由于 X 是 Hilbert空间,闭算子 A的定义域 D(A) = X ,由闭图像定理可知, A : X → X

是有界线性算子. □
� 练习 10.21 设 T 为定义在复 Hilbert空间 X 上的有界线性算子,若存在常数 α0 > 0,
使 ⟨T x, x⟩ ≥ α0⟨x, x⟩,则称 T 为正定的. 证明: 正定算子必有有界逆算子 T−1,并且

∥T−1∥ ≤ 1
α0
.

注 本题是 Lax-Milgram定理的特殊情形.
证明 Step 1. 由条件

⟨T x, x⟩ ≥ α0⟨x, x⟩

可得

α0∥u∥2 ≤ ∥T x∥ · ∥x∥.

由于 T ∈ B(X → X)并且 α0 > 0,由上式可得

α0∥x∥ ≤ ∥T x∥, ∀x ∈ X . (∗)

Step 2.下证 T 是单射并且

设 x, y ∈ X 满足 T x = T y,则利用 (*)式可得

0 ≤ α0∥x − y∥ ≤ ∥T(x − y)∥ = ∥T x − T y∥ = 0,

所以 x = y, T 是单射.

Step 3. 下证 R(T)是 X 中的闭集.

设 {xn} ⊂ X 满足 T xn → y (n → ∞). 只需要证明,存在 x ∈ X 使得 y = T x ∈ R(T).
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对任意 m, n ∈ N+,利用 (*)式可得

0 ≤ ∥xm − xn∥ ≤ 1
α0

∥T xm − T xn∥ → 0 (m, n → ∞),

所以 {xn}是 Hilbert空间中的 Cauchy点列,从而存在 x ∈ X 使得

lim
n→∞

xn = x.

由 T 的连续性可知,

T x = T
(

lim
n→∞

T xn
)
= lim

n→∞
T xn = y,

所以 y ∈ R(T),从而 R(T)是 X 中的闭集.

Step 4. 下证 T 是满射, 即 R(T) = R(T) = X . 由于 X 为 Hilbert 空间, 因此只需证明

R(T)⊥ = {0}.
反证法,假设存在 w ∈ R(T)⊥ 使得 w , 0. 一方面, Tw = 0,从而 ⟨Tw,w⟩ = 0. 另一方

面,利用 (*)式可得

0 < ∥w∥ ≤ 1
α0

⟨Tw,w⟩.

矛盾.

Step 5. 由于 T 是一一映射, T ∈ B(X → X)并且 X 是 Hilbert空间,根据逆算子定理,

T 的逆算子 T−1存在并且 T−1 ∈ B(X → X). 由 (*)式可知,对任意 y ∈ R(T) = X ,有

∥T−1y∥ ≤ 1
α0

∥y∥,

所以 ∥T−1∥ ≤ 1
α0

. □



第 11章 线性算子的谱

11.1 教学计划

1. 正则算子的定义,正则集 ρ(T)和谱 σ(T)的定义,谱的分类:点谱 (特征值全
体)σp(T)和连续谱 σc(T).

2. 有界线性算子谱的性质及证明. 豫解算子 Rλ(A) 及豫解公式 (p320 第 7-8
题).

3. 自伴算子的谱定理. 来源:《线性与非线性泛函分析及其应用（上册）》,
Philippe G.Ciarlet.

4. Banach空间 X 上全连续线性算子 A : X → X 的谱理论: (1)若 dimX = ∞,
则 0 ∈ σ(A); (2) σ(A) \ {0} = σp(A) \ {0},即 A的任何非零谱点都是特征值;
(3)若 λ ∈ C是 σ(A)的聚点,则 λ = 0. Riesz-Fredhlom理论 (包括 Fredholm
二择一定理).

5. 自伴全连续算子的谱定理. 来源:《线性与非线性泛函分析及其应用（上册）》
, Philippe G.Ciarlet.

11.2 习题

� 练习 11.1 设 X = C[0, 1], (Ax)(t) = t x(t), x ∈ X . 证明 σ(A) = [0, 1],且其中没有特
征值.

证明 显然, A是 X 到 X 的线性算子. 对任意 x ∈ C[0, 1],都有

∥Ax∥ = max
t∈[0,1]

|(Ax)(t)| = max
t∈[0,1]

|t x(t)| ≤ max
t∈[0,1]

|x(t)| = ∥x∥,

所以 A是有界线性算子并且 ∥A∥ ≤ 1. 从而 σ(A) ⊂ [−1, 1].
任取 λ ∈ C,都有

(Ax − λx)(t) = t x(t) − λx(t) = (t − λ)x(t), t ∈ [0, 1].

当 λ < [0, 1]时,可以定义算子 Bλ使得对任意 x ∈ C[0, 1],都有

(Bλx)(t) = 1
t − λ x(t), t ∈ [0, 1].
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易证 Bλ是从 X 到 X 的有界线性算子,并且对任意 x ∈ C[0, 1]都有

[Bλ(Ax − λx)] (t) = 1
t − λ (Ax − λx)(t) = 1

t − λ (t − λ)x(t) = x(t),

[(A − λI)(Bλ(x)] (t) = (t − λ) 1
t − λ x(t) = x(t),

所以 Bλ(A − λI) = (A − λI)Bλ = I,逆算子 (A − λ)−1存在并且

(A − λ)−1 = Bλ ∈ B(X → X).

因此 σ(A) ⊂ [0, 1].
当 λ ∈ [0, 1]时,方程

(t − λ)x(t) = 1

不存在 [0, 1]上的连续函数解 x(t),即算子 A − λI 不是满射. 综上 σ(A) = [0, 1].
假设 λ ∈ [0, 1]是 A的特征值,则存在 x ∈ C[0, 1]使得 x , 0并且

t x(t) = (Ax)(t) = λx(t), ∀t ∈ [0, 1],

由此可得

x(t) = 0, ∀t ∈ [0, 1] \ {λ}.

由于 x ∈ C[0, 1],则 x(λ) = 0,从而 x(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0, 1],这与 x , 0矛盾. 所以 σp(A) = ∅.

□
� 练习 11.2 设 X = C[0, 2pi], (Ax)(t) = eit x(t), x ∈ X . 证明

σ(A) = {λ | |λ | = 1}.

证明 由算子 A的定义可知,对任意 x ∈ C[0, 2π],都有 Ax ∈ C[0, 2π],并且

∥Ax∥ = max
t∈[0,2π]

��eit x(t)
�� = max

t∈[0,2π]

(��eit �� |x(t)|) ≤ max
t∈[0,2π]

|x(t)| = ∥x∥,

所以 A : C[0, 2π] → C[0, 2π] 是有界线性算子并且 ∥A∥ ≤ 1. 另一方面, 令 x0(t) = e−it ,

t ∈ [0, 2π],则 x0 ∈ C[0, 2π],
∥x0∥ = max

t∈[0,2π]

��e−it �� = 1,

并且 Ax0(t) = eite−it ≡ 1, ∀t ∈ [0, 2π]. 所以

∥A∥ = sup
x∈C[0,2π]
∥x ∥=1

∥Ax∥
∥x∥ ≥ ∥Ax0∥

∥x0∥
=

1
1
= 1.
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综上, ∥A∥ = 1. 根据有界线性算子谱的性质,就有

σ(A) ⊂ {λ ∈ C | |λ | ≤ ∥A∥} = {λ ∈ C | |λ | ≤ 1} .

当 λ ∈ C且 |λ | < 1时,可以证明, λ ∈ ρ(A),即算子 A − λI 存在有界线性逆算子

(A − λI)−1 ∈ B(X → X).

事实上,当 λ ∈ C且 |λ | < 1时,总有��eit − λ
�� ≥ ��eit �� − |λ | = 1 − |λ | > 0, ∀t ∈ [0, 2π],

因此对任意 y ∈ C[0, 2π],可定义算子

(By)(t) = y(t)
eit − λ, t ∈ [0, 2π].

显然 By ∈ C[0, 2π]并且 B是线性算子. 对任意 y ∈ C[0, 2π],还有

∥By∥ = max
t∈[0,2π]

���� y(t)
eit − λ

���� = max
t∈[0,2π]

(
1��eit − λ

�� · |y(t)|
)
≤ 1

1 − |λ | max
t∈[0,2π]

|y(t)| = 1
1 − |λ | ∥y∥,

因此 B是有界线性算子. 另一方面,对任意 x ∈ C[0, 2π],

[(A− λI)B]x(t) = (A− λI)(Bx)(t) = (A− λI) x(t)
eit − λ =

(
eit − λ

)
· x(t)

eit − λ = x(t), ∀t ∈ [0, 2π],

所以 (A − λI)B = I. 同理可证, B(A − λI) = I. 所以 (A − λI)−1 存在并且 (A − λI)−1 = B ∈
B(X → X).

综上, σ(A) = {λ ∈ C | |λ | = 1} . □
� 练习 11.3 设 X = l2,

Ax = A(x1, x2, · · · , xn, · · · ) = (x2, x3, · · · , xn, · · · ),

试求 σ(A).

解 对任意 x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) ∈ l2,有( ∞∑
n=2

|xn |2
) 1

2

≤ ∥x∥ < +∞,

所以 Ax ∈ l2. 进一步,

∥Ax∥ = ∥(x2, x3, · · · , xn, · · · )∥ =
( ∞∑

n=2
|xn |2

) 1
2

≤ ∥x∥

所以算子 A是空间 l2到 l2上的有界线性算子并且 ∥A∥ ≤ 1. 取 e1 = (1, 0, · · · , 0, · · · ) ∈
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l2, e2 = (0, 1, 0, · · · , 0, · · · ) ∈ l2,则

∥A∥ = sup
x∈l2
x,0

∥Ax∥
∥x∥ ≥ ∥Ae2∥

∥e2∥
=

∥e1∥
∥e2∥

= 1.

因此 ∥A∥ = 1. 根据有界线性算子谱的性质, σ(A)是有界闭集并且

σ(A) ⊂ {λ ∈ C | |λ | ≤ ∥A∥} = {λ ∈ C | |λ | ≤ 1} .

由于 e1 , 0,并且
Ae1 = (0, 0 · · · ) = 0 e1,

所以 0是算子 A的特征值. 对任意 λ ∈ {λ ∈ C | |λ | < 1}且 λ , 0,定义

xλ =
(
λ, λ2, · · · , λn, · · ·

)
,

则 xλ ∈ l2, xλ , 0并且

Axλ =
(
λ2, λ3, · · · , λn, · · ·

)
= λxλ,

于是 λ也是算子 A的特征值. 所以

{λ ∈ C | |λ | < 1} ⊂ σp(A) ⊂ σ(A).

综上, σ(A) = {λ ∈ C | |λ | < 1} = {λ ∈ C | |λ | ≤ 1}.

� 练习 11.4 设 F 是平面上无限有界闭集, {αn}是 F 的一稠密子集,在 l2中定义算子

T :
T x = T(x1, x2, · · · , xn, · · · ) = (α1x1, α2x2, · · · , αnxn, · · · ),

则 αn都是特征值, σ(T) = F, F \ {αn}中每个点是 T 的连续谱.
�
注意 题目中的平面指的是复平面 C.
证明 (i)由于 F 是 C中无限有界闭集,则存在 M > 0使得

|λ | ≤ M, ∀λ ∈ F .

由于 {αn}是 F 的稠密子集,则任意 x = (x1, x2, · · · , xk, · · · ) ∈ l2,就有

∞∑
i=1

|αixi |2 ≤ M2
∞∑
i=1

|xi |2, (1)

从而 T : l2 → l2. 根据算子 T 的定义,显然 T 是线性算子,再由 (1)式可知 T 还是有界线

性算子,所以 T 的谱 σ(T)是有界闭集.

(ii)对任意 ek = (0, · · · , 0,
k
1, 0, · · · ) ∈ l2, k ∈ N+,都有 ek , 0并且

Tek = T(0, · · · , 0,
k
1, 0, · · · ) = (0, · · · , 0, k

αk, 0, · · · ) = αkek,

所以每一个 αn 都是特征值,即 {αn} ⊂ σp(T).



11.2 习题 – 83/86 –

(iii)设 λ ∈ σp(T), x = (x1, x2, · · · , xk, · · · ) ∈ l2 \ {0}满足 T x = λx,即

(α1x1, α2x2, · · · , αk xk, · · · ) = (λx1, λx2, · · · , λk xk, · · · ).

由于 x , 0，则存在 k ∈ N+使得 x的第 k 个坐标 xk , 0,从而 αk = λ.

综上, σp(T) = {αn}. 由于 {αn}是有界闭集 F的稠密子集,则 {αn} = F. 由于 σ(T)是
有界闭集,则 F ⊂ σ(T).

(iv)下证 σ(T) = F. 只需证 C \ F ⊂ ρ(T).
对任意 λ ∈ C \ F 以及任意 x = (x1, x2, · · · , xk, · · · ) ∈ l2,有

(λI − T)x = ((λ − α1)x1, (λ − α2)x2, · · · , (λ − αk)xk, · · · ) . (2)

由于 F 是有界闭集,则有

sup
k∈N+

|λ − αk | ≥ d(λ, F) > 0,

从而可以定义算子

Rλx =
(

1
λ − α1

x1,
1

λ − α2
x2, · · · ,

1
λ − αk

xk, · · ·
)
. (2)

由于
∞∑
k=1

���� 1
λ − αk

xk

����2 = ∞∑
k=1

1
|λ − αk |2

|xk |2 ≤ 1
d(λ, F)2

∥x∥2,

从而 Rλ : l2 → l2并且 Rλ是有界线性算子,满足

∥Rλ∥ ≤ 1
d(λ, F) .

由 (2)(3)式可知,

Rλ(λI − T) = (λI − T)Rλ = I .

由于 l2是 Hilbert空间,所以 (λI − T)−1存在并且

(λI − T)−1 = Rλ ∈ B(l2 → l2).

所以 λ是 T 的正则点,从而 C \ F ⊂ ρ(T),进而 σ(T) = F.

(v)由于 l2 是 Hilbert空间,根据逆算子定理可知 σ(T)中的谱点要么是特征值,要么

是连续谱点 (不存在第三种情形),因此 F \ {αn}是连续谱. □
� 练习 11.5 设 λ为线性算子 An 的特征值,则 λ的 n次根中至少有一个是算子 A的

特征值.

� 练习 11.6 设 A为 Banach空间 X 上的有界线性算子, λ0 ∈ ρ(A) (即 λ0是 A的正则
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点),又设 {An}是 X 上一列有界线性算子列,并且

lim
n→∞

∥An − A∥ = 0,

证明当 n充分大时, λ0也是 An的正则点.

证明 由于 A ∈ B(X → X), λ0 ∈ ρ(A),则 (λ0I − A)−1存在并且

(λ0I − A)−1 ∈ B(X → X).

于是, λI − An 可分解为

λ0I − An

= λ0I − A − (An − A)

= (λ0I − A)
[
I − (λ0I − A)−1(An − A)

]
由于 An ∈ B(X → X)并且

∥An − A∥ → 0 (n → ∞),

则存在 N ∈ N+使得对任意 n > N ,都有

∥(λ0I − A)−1(An − A)∥ ≤ ∥(λ0I − A)−1∥∥An − A∥ < 1,

从而 (根据 303定理 1)I − (λ0I − A)−1(An − A)是正则算子.

综上,当 n > N 时, λ0I − An 的逆算子存在并且

(λ0I − An)−1 =
[
I − (λ0I − A)−1(An − A)

]−1 (λ0I − A)−1 ∈ B(X → X),

从而 λ ∈ ρ(An). □
� 练习 11.7 设 A 是 Banach 空间 X 上的有界线性算子. 当 λ ∈ ρ(A) 时, 可定义

Rλ(A) = (A − λI)−1(成称为 A的豫解算子). 当 |λ | > ∥A∥时,证明

Rλ =
∞∑

n=0

An

λn+1 , ∥Rλ∥ ≤ 1
|λ | − ∥A∥ .

� 练习 11.8 设 A为 Banach空间 X 上的有界线性算子. 证明: 对任意 λ, µ ∈ ρ(A),都
成立等式 (豫解公式)

Rλ − Rµ = (µ − λ)RλRµ.

证明 由于 λ, µ ∈ ρ(A),则 Rλ(A), Rµ(A) ∈ B(X → X),并且

Rλ(A)(λI − A) = (λI − A)Rλ(A) = I,
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Rµ(A)(µI − A) = (µI − A)Rµ(A) = I,

从而

Rλ(A) = (λI − A)−1I

= (λI − A)−1 [
(µI − A)Rµ(A)

]
= (λI − A)−1 [(µ − λ)I + (λI − A)] Rµ(A)

= (µ − λ)(λI − A)−1Rµ(A) + Rµ(A)

= (µ − λ)Rλ(A)Rµ(A) + Rµ(A),

所以

Rλ − Rµ = (µ − λ)RλRµ .

□
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